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ОБРАЩЕНИЕ ГЛАВНОГО РЕДАКТОРА

DOI: 10.31857/S0555292324010017, EDN: NCLRDR

Дорогие читатели!

В качестве недавно назначенного главного редактора журнала «Проблемы пере-
дачи информации» я рад продолжить наследие этого уважаемого издания, который
был в авангарде теории информации и математики с момента его создания в 1965
году. Для меня большая честь опереться на прочный фундамент, заложенный мои-
ми предшественниками, и развивать журнал в наше время, которое можно назвать
эпохой инноваций в области передачи и обработки информации.

Жизненно важная роль информации как организующего принципа всей деятель-
ности человека сегодня ощущается сильнее, чем когда-либо прежде, а проблемы пе-
редачи, хранения, обработки и распространения информации становятся все более
сложными и разнообразными. В результате потребность в специализированных пе-
риодических изданиях, описывающих новейшие исследования в этой области, как
никогда велика.

«Проблемы передачи информации» всегда был теоретическим журналом, публи-
кующим оригинальные исследовательские статьи по широкому кругу тем, связан-
ных с передачей и обработкой информации. Мы также рады видеть на своих стра-
ницах и обзорные статьи, дающие всесторонний анализ открытых проблем и пер-
спективных направлений. Мы расширяем тематику журнала, включая в нее новые
актуальные направления, такие как квантовые связь и вычисления, биоинформати-
ка и теория искусственного интеллекта. Мы также будем продолжать публиковать
статьи по важным темам в областях теории информации, проводной и беспроводной
связи, моделирования каналов и сетей, обработки сигналов, обработки изображений,
компьютерного зрения и т. д.

Двигаясь вперед, мы продолжим поддерживать самые высокие стандарты каче-
ства во всех аспектах нашей деятельности. Мы будем стремиться реагировать на
потребности наших читателей, авторов и рецензентов, а также способствовать раз-
витию активного сообщества ученых, инженеров и исследователей.

Я хотел бы выразить глубочайшую благодарность покидающему свой пост глав-
ному редактору и редколлегии, чье руководство и видение сыграли важную роль
в успехе журнала. Я также выражаю искреннюю благодарность рецензентам и ав-
торам за неоценимый вклад в развитие журнала. С нетерпением жду возможности
работать со всеми вами в ближайшие годы.

Искренне ваш,
Е.М. Хоров
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ПРЕДЕЛОВ СЖАТИЯ ДАННЫХ
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ИСТОЧНИКОВ ВЕКТОРНЫХ

ПРОЦЕССОВ АВТОРЕГРЕССИИ СО СКОЛЬЗЯЩИМ СРЕДНИМ1

Для определенных нестационарных источников вещественных гауссовских
векторных процессов авторегрессии со скользящим средним (ARMA-процессов)
вычисляются скорость создания дифференциальной энтропии и скорость как
функция искажения.

Ключевые слова: векторная авторегрессия со скользящим средним (ARMA),
сжатие данных, скорость создания дифференциальной энтропии, скорость как
функция искажения.

DOI: 10.31857/S0555292324010029, EDN: OZSXLJ

§ 1. Введение

В работе [1] Шеннон ввел два фундаментальных предела (термин, предложен-
ный Вайнером в [2]) для сжатия данных: энтропия источника (аналогом которой
для непрерывных источников является скорость создания дифференциальной эн-
тропии [3]) и скорость как функция искажения. Однако для векторных источников
в литературе было получено очень мало выражений в замкнутом виде для этих фун-
даментальных пределов. Наиболее примечательным исключением является замкну-
тое выражение, полученное Томсом и Бергером в [4] для некоторых нестационарных
вещественных гауссовских векторных источников с авторегрессией. В настоящей
статье мы распространим их результат на векторные ARMA-источники. Мы также
получим выражение в замкнутом виде для скорости создания дифференциальной
энтропии таких векторных ARMA-источников. Для вычисления этих двух величин
мы сперва докажем два новых математических результата, касающихся автокор-
реляционных матриц векторных ARMA-процессов. Хотя в литературе существуют
и другие теоремы об автокорреляционных матрицах векторных ARMA-процессов
(см., например, [5]), их условия трудно проверяемы на практике. Основное преиму-
щество наших новых результатов заключается в том, что их условия легко проверить
с помощью хорошо известных численных методов.

Дальнейшая часть статьи имеет следующую структуру. В § 2 получены два но-
вых результата о векторных ARMA-процессах. В § 3 эти результаты применяются
для вычисления двух фундаментальных пределов сжатия данных для некоторых
нестационарных векторных ARMA-источников.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Министерства науки и инноваций
Испании в рамках проекта MADDIE (номер проекта PID2022-137099NB-C44).
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§ 2. Два новых результата о векторных ARMA-процессах

2.1. Обозначения и определения. В этом пункте приведем обозначения для блоч-
но-теплицевых матриц, которые будут использоваться далее по всей статье, а также
напомним три известных определения, касающиеся стохастических векторных про-
цессов.

Для непрерывной 2π-периодической функции

F : R → C
N×N

через Tn(F ) обозначим блочно-теплицеву матрицу с n× n блоками размера N ×N
вида

[Tn(F )]j,k = Fj−k, j, k ∈ {1, . . . , n},

где {Fk}k∈Z – последовательность коэффициентов Фурье функции F . Если F имеет
вид

F (ω) = IN +

p∑
k=1

e−kωiF−k, ∀ω ∈ R,

для некоторого p ∈ N, то через Ψp(F ) обозначается ее сопровождающая матрица

Ψp(F ) =

(
−F−1 . . . − F−(p−1) −F−p

I(p−1)N 0(p−1)N×N

)
,

где Im – единичная матрица размера m × m, а 0m×n – нулевая матрица размера
m× n.

Всюду далее для матрицы A ∈ Cn×n через ρ(A) будем обозначать ее спектраль-
ный радиус (т.е. максимальный модуль ее собственных значений), а через σ1(A)
и σn(A) – ее наибольшее и наименьшее сингулярные числа соответственно. Если
матрица A эрмитова, то через λ1(A) и λn(A) будем обозначать ее наибольшее и наи-
меньшее собственные значения соответственно.

Теперь напомним понятие асимптотически стационарного процесса в широком
смысле (AWSS-процесса), введенное для скалярных процессов в [6, с. 225] и обоб-
щенное на векторные процессы в [7, определение 7.1 и теорема 4.3].

О п р е д е л е н и е 1. Пусть функцияX : R → CN×N непрерывна и 2π-периодична.
Случайный N -мерный процесс {xn} называется AWSS-процессом с (асимптотиче-
ской) спектральной плотностью мощности (СПМ) X , если он имеет постоянное сред-
нее, множество {‖E(xn:1x

∗
n:1)‖2} ограничено и

lim
n→∞

‖E(xn:1x
∗
n:1)− Tn(X)‖F√

n
= 0, (1)

где

xn:1 =

⎛⎜⎜⎝
xn

xn−1

...
x1

⎞⎟⎟⎠ , ∀n ∈ N,

через ∗ обозначено эрмитово сопряжение, E – математическое ожидание, ‖ · ‖2 –
cпектральная норма, а ‖ · ‖F – норма Фробениуса.
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Следует отметить, что векторный WSS-процесс {xn} с непрерывной СПМ X яв-
ляется AWSS-процессом с СПМ X , поскольку в силу того, что

{E(xn:1x
∗
n:1)} = {Tn(X)},

равенство (1) выполняется и {‖E(xn:1x
∗
n:1)‖2} ограничено (см., например, [7, теоре-

ма 4.3]).
Теперь напомним понятие (одностороннего) векторного ARMA-процесса.

О пр е д е л е н и е 2. ARMA-процессом называется N -мерный процесс {xn} с ну-
левым средним, такой что

xn =

n−1∑
k=0

B−kwn−k −
n−1∑
�=1

A−�xn−�, ∀n ∈ N, (2)

где

A−� ∈ C
N×N , ∀� ∈ N,

B−k ∈ C
N×N , ∀k ∈ N ∪ {0},

а {wn} – N -мерный процесс с нулевым средним c

E(wjw
∗
h) = δj,hW, ∀j, h ∈ N,

где δ – символ Кронекера, а W – положительно определенная матрица размера
N ×N (т.е. процесс {wn} – векторный белый шум).

Если det(B0) 	= 0, то без ограничения общности можно считать, что B0 = IN
(см. Приложение A). Этот факт хорошо известен в скалярном случае, т.е. для N = 1
(см., например, [8]).

Заметим, что уравнение (2) можно переписать в виде

n−1∑
k=0

A−kxn−k =

n−1∑
k=0

B−kwn−k, ∀n ∈ N,

где A0 = IN . Предположим, что

∞∑
k=0

‖A−k‖F < ∞ и
∞∑
k=0

‖B−k‖F < ∞,

тогда из [7, Приложение B] получаем, что

Tn(A)xn:1 = Tn(B)wn:1, ∀n ∈ N,

где

A(ω) = IN +

∞∑
k=1

e−kωiA−k

и

B(ω) =

∞∑
k=0

e−kωiB−k

6



для всех ω ∈ R. Таким образом, {E(xn:1x
∗
n:1)} можно выразить через блочно-тепли-

цевы матрицы как{
E(xn:1x

∗
n:1)
}
=
{
(Tn(A))

−1Tn(A)E(xn:1x
∗
n:1)(Tn(A))

∗((Tn(A))
∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1 E(Tn(A)xn:1x
∗
n:1(Tn(A))

∗)((Tn(A))
∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1 E(Tn(A)xn:1(Tn(A)xn:1)
∗)((Tn(A))

∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1 E(Tn(B)wn:1(Tn(B)wn:1)
∗)((Tn(A))

∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1 E(Tn(B)wn:1w
∗
n:1(Tn(B))∗)((Tn(A))

∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1Tn(B)E(wn:1w
∗
n:1)(Tn(B))∗((Tn(A))

∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1Tn(B)Tn(W )(Tn(B))∗
(
(Tn(A))

−1
)∗}

, (3)

поскольку

det(Tn(A)) = 1 	= 0, ∀n ∈ N.

Следует отметить, что блочно-теплицева матрица Tn(W ) является блочно-диаго-
нальной матрицей с блоками размера N × N на главной диагонали, равными W .
Если N = 1, то W – дисперсия шума, обычно обозначаемая через σ2.

Теперь можно напомнить понятие векторного ARMA(p, q)-процесса.
О пр е д е л е н и е 3. Пусть процесс {xn} такой, как в определении 2, где B0 = IN .

Если существуют p, q ∈ N, такие что

A−� = 0N×N , ∀� > p

и

B−k = 0N×N , ∀k > q,

то {xn} называется векторным ARMA(p, q)-процессом. Заметим, что последователь-
ность его автокорреляционных матриц {E(xn:1x

∗
n:1)} задается уравнением (3), где

A(ω) = IN +

p∑
k=1

e−kωiA−k

и

B(ω) = IN +

q∑
k=1

e−kωiB−k.

Скалярные ARMA(p, q)-модели часто используются в сжатии сигналов (см., на-
пример, [9]).

2.2. Oб автокорреляционных матрицах некоторых векторных ARMA-процессов.
Первый из наших результатов дает достаточное условие, при котором векторный
ARMA(p, q)-процесс является AWSS-процессом.

Т е о р ем а 1. Пусть {xn} – процесс из определения 3. Если ρ(Ψp(A)) < 1, то
1. Множество {‖E(xn:1x

∗
n:1)− Tn(X)‖F}, где

X(ω) = (A(ω))−1B(ω)W (B(ω))∗((A(ω))−1)∗

для всех ω ∈ R, ограничено;
2. {xn} является AWSS-процессом с СПМ X.

7



Док а з а т е л ь с т в о. 1. Так как ρ(Ψp(A)) < 1, то в силу [10, теорема 6] имеем
det(A(ω)) 	= 0 для всех ω ∈ R, и множество {‖(Tn(A))

−1‖2} ограничено. Из (3) и
[7, лемма 4.2] получаем∥∥E(xn:1x

∗
n:1)− Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F
=

=
∥∥(Tn(A))

−1Tn(B)Tn(W )(Tn(B))∗
(
(Tn(A))

−1
)∗ − Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F

�
�
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2
×

×
∥∥Tn(B)Tn(W )(Tn(B))∗

(
(Tn(A))

−1
)∗ − Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F

�

�
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2

(∥∥Tn(BW )(Tn(B))∗((Tn(A))
∗)−1 − Tn

(
BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗(A−1

)∗)− Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F

)
�
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2
×

×
(∥∥((Tn(A))

∗)−1
∥∥
2

∥∥Tn(BW )(Tn(B))∗ − Tn

(
BWB∗(A∗)−1)

(Tn(A))
∗∥∥

F
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗(A−1

)∗)− Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F

)
�

�
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2

(∥∥((Tn(A))
−1
)∗∥∥

2

(∥∥Tn(BW )Tn(B
∗)− Tn(BWB∗)

∥∥
F
+

+
∥∥Tn(BWB∗)− Tn

(
BWB∗(A∗)−1

)
Tn(A

∗)
∥∥
F

)
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗(A−1

)∗)− Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F

)
=

=
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2

(∥∥(Tn(A))
−1
∥∥
2

(∥∥Tn(BW )Tn(B
∗)− Tn(BWB∗)

∥∥
F
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗(A∗)−1

)
Tn(A

∗)− Tn

(
BWB∗(A∗)−1A∗)∥∥

F

)
+

+ ‖Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)− Tn

(
AA−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F

)
для всех n ∈ N. Для завершения доказательства остается показать, что множества{∥∥Tn(BW )Tn(B

∗)− Tn(BWB∗)
∥∥
F

}
,{

‖Tn

(
BWB∗(A∗)−1

)
Tn(A

∗)− Tn

(
BWB∗(A∗)−1A∗)∥∥

F

}
,{∥∥Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗(A−1

)∗)− Tn

(
AA−1BWB∗(A−1

)∗)∥∥
F

}
ограничены. Это следует из [11, лемма 2] и того факта, что A, A∗ и B∗ – тригоно-
метрические многочлены.

2. Это является прямым следствием утверждения 1 и [10, теорема 8]. �
В теореме 1 мы доказали, что ρ(Ψp(A)) < 1 является достаточным условием для

того, чтобы векторный ARMA(p, q)-процесс был AWSS-процессом. В [5, теорема 8]
было получено другое достаточное условие, а именно:

inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0 и inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0.

В Приложении B мы покажем, что эти условия равносильны. Однако основным
преимуществом нового условия ρ(Ψp(A)) < 1 является то, что его выполнение легко
проверять, используя, например, степенной метод – классический численный метод
для нахождения cпектрального радиуса матрицы. Напротив того, проверка условия

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0,

приведенного в [5, теорема 8], представляет собой в общем случае трудноразреши-
мую задачу, поскольку для этого требуется вычислить наименьшее сингулярное чис-

8



ло бесконечного количества матриц. Кроме того, в теореме 1 мы также установили,
что скорость сходимости последовательности{

‖E(xn:1x
∗
n:1)− Tn(X)‖F√

n

}
равна O

(
1√
n

)
.

Наш второй результат касается собственных значений автокорреляционных мат-
риц некоторых векторных ARMA(p, q)-процессов.

Т е о р ем а 2. Пусть {xn} – процесс из определения 3.
1. Если ρ(Ψp(A)) < 1, то

sup
n∈N

λ1(E(xn:1x
∗
n:1)) < ∞;

2. Если ρ(Ψq(B)) < 1, то

0 < inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
∗
n:1)).

Док а з а т е л ь с т в о. 1. По теореме 1 процесс {xn} является AWSS-процессом,
и следовательно, множество {‖E(xn:1x

∗
n:1)‖2} ограничено. Так как E(xn:1x

∗
n:1) поло-

жительно полуопределена для всех n ∈ N, то

‖E(xn:1x
∗
n:1)‖2 = λ1(E(xn:1x

∗
n:1))

для всех n ∈ N.
2. Согласно [10, теорема 6] множество {‖(Tn(B))−1‖2} ограничено. Применяя ра-

венство (3) и [7, теорема 4.3], получаем

λnN (E(xn:1x
∗
n:1)) = σnN (E(xn:1x

∗
n:1)) =

=
1

σ1

(
(E(xn:1x∗

n:1))
−1
) = 1∥∥(E(xn:1x∗

n:1))
−1
∥∥
2

=

=
1∥∥(Tn(A))∗((Tn(B))∗)−1(Tn(W ))−1(Tn(B))−1Tn(A)

∥∥
2

�

� 1

‖(Tn(A))∗‖2
∥∥((Tn(B))−1

)∗∥∥
2

∥∥(Tn(W ))−1
∥∥
2

∥∥(Tn(B))−1
∥∥
2
‖Tn(A)‖2

=

=
1

‖Tn(A)‖22
∥∥(Tn(B))−1

∥∥2
2

∥∥Tn(W−1)
∥∥
2

=

=
1

‖Tn(A)‖22
∥∥(Tn(B))−1

∥∥2
2

∥∥W−1
∥∥
2

=

=
λN (W )

‖Tn(A)‖22
∥∥(Tn(B))−1

∥∥2
2

�

� λN (W )(
sup
m∈N

‖Tm(A)‖2
)2(

sup
m∈N

∥∥(Tm(B))−1
∥∥
2

)2 , ∀n ∈ N.

Следовательно,

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
∗
n:1)) � λN (W )(

sup
n∈N

‖Tn(A)‖2
)2(

sup
n∈N

∥∥(Tn(B))−1
∥∥
2

)2 > 0. �
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§ 3. Вычисление двух фундаментальных пределов теории информации
для некоторых нестационарных векторных ARMA-источников

В работе [1] Шеннон ввел три фундаментальных предела (термин, предложенный
Вайнером в [2]) теории информации: энтропия источника (для непрерывных источ-
ников названная в [3] скоростью создания дифференциальной энтропии), скорость
как функция искажения и пропускная способность канала. Первые два относятся
к сжатию данных, а третий – к передаче информации. Используя математические
результаты, полученные в предыдущем параграфе, мы теперь вычислим два фунда-
ментальных предела сжатия данных для некоторых определенных нестационарных
векторных ARMA-источников.

3.1. Скорость создания дифференциальной энтропии. Формула для скорости
создания дифференциальной энтропии вещественного стационарного гауссовского
скалярного источника была получена Колмогоровым в [12, формула (16)]. Мы обоб-
щим эту формулу на случай вещественных гауссовских векторных AWSS-источ-
ников.

Т е о р ем а 3. Пусть {xn} – N -мерный AWSS-процесс с СПМ X. Предположим,
что {xn} – вещественный гауссовский процесс с нулевым средним. Тогда если

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
�
n:1)) > 0,

то

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫
0

ln(det(X(ω))) dω,

где � обозначает транспонирование, a через h обозначена дифференциальная эн-
тропия (в натуральных единицах ).

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно [3, формула (8.44)] дифференциальная энтропия
(в натуральных единицах) вещественного гауссовского векторного процесса xn:1

с нулевым средним имеет вид

h(xn:1) =
1

2
ln
(
(2πe)nN det

(
E(xn:1x

�
n:1)
))

для всех n ∈ N. Следовательно, применяя [7, теорема 6.6] и [13, предложение 2],
имеем

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) = lim

n→∞

1

2n
ln
(
(2πe)nN det

(
E(xn:1x

�
n:1)
))

=

= lim
n→∞

1

2n

(
ln(2πe)nN + ln

(
det
(
E(xn:1x

�
n:1)
)))

=

= lim
n→∞

(
N

2
ln(2πe) +

1

2n
ln
(
det
(
E(xn:1x

�
n:1)
)))

=

=
N

2
ln(2πe) + lim

n→∞

1

2n
ln
(
det
(
E(xn:1x

�
n:1)
))

=

=
N

2
ln(2πe) + lim

n→∞

1

2n
ln

(
nN∏
k=1

λk

(
E(xn:1x

�
n:1)
))

=

=
N

2
ln(2πe) +

1

2
lim

n→∞

1

n

nN∑
k=1

ln
(
λk(E(xn:1x

�
n:1))
)
=
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=
N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫
0

N∑
k=1

ln(λk(X(ω))) dω =

=
N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫
0

ln(det(X(ω))) dω. �

Теперь мы можем вычислить скорость создания дифференциальной энтропии
для некоторых нестационарных векторных ARMA-источников.

С л е д с т в и е 1. Пусть {xn} – процесс из определения 3. Предположим, что
{xn} – вещественный гауссовский процесс. Если ρ(Ψp(A)) < 1 и ρ(Ψq(B)) < 1, то

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫
0

ln

(∣∣∣∣det(B(ω))

det(A(ω))

∣∣∣∣2 det(W )

)
dω.

Док а з а т е л ь с т в о. Объединяя теоремы 1–3, получаем

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

=
N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫
0

ln
(
det
(
(A(ω))−1B(ω)W (B(ω))∗

(
(A(ω))−1

)∗))
dω. �

Заметим, что для векторных ARMA-источников условие

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
�
n:1)) > 0

теоремы 3 заменено на условие, которое можно проверить: ρ(Ψq(B)) < 1. Теперь
докажем, что для векторного WSS-источника с непрерывной СПМ X трудно прове-
ряемое на практике условие теоремы 3 можно заменить на следующее:

det(X(ω)) 	= 0 ∀ω ∈ R.

Сл е д с т в и е 2. Пусть {xn} – N -мерный WSS-процесс с непрерывной СПМ X.
Предположим, что {xn} – вещественный гауссовский процесс с нулевым средним.
Если det(X(ω)) 	= 0 для всех ω ∈ R, то

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫
0

ln(det(X(ω))) dω. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из [13, предложение 3] имеем, что X(ω) положительно по-
луопределена для всех ω ∈ R, и следовательно,

λN (X(ω)) � 0, ∀ω ∈ R.

Значит, так как

det(X(ω)) 	= 0, ∀ω ∈ R,

то

λN (X(ω)) > 0, ∀ω ∈ R.
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Отсюда, используя [13, предложение 3], получаем

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
�
n:1)) = inf

n∈N

λnN (Tn(X)) = min
ω∈[0,2π]

λN (X(ω)) > 0.

Таким образом, применяя теорему 3, получаем равенство (4). �
Выбирая N = 1 в следствии 2, получаем формулу скорости создания дифферен-

циальной энтропии (в натуральных единицах) для вещественного стационарного
гауссовского скалярного источника с нулевым средним:

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

1

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫
0

ln(X(ω)) dω. (5)

Доказательство формулы (5) приведено также в [6, с. 161–162], но, к сожалению,
там оно содержит две ошибки. Поделив равенство (5) на ln 2, приходим к формуле
для скорости создания дифференциальной энтропии (в битах), полученной Колмо-
горовым (см. [3, формула (12.40)]):

lim
n→∞

1

n
h2(xn:1) =

1

2
log2(2πe) +

1

4π

2π∫
0

log2(X(ω)) dω, (6)

где через h2 обозначена дифференциальная энтропия в битах. Мы даем ссылку
именно на книгу [3], поскольку оригинальная формула, приведенная Колмогоровым
в [12, формула (16)], содержит ошибку. Отметим, что доказательство формулы (6)
не содержится ни в [3], ни в [12].

3.2. Скорость как функция искажения. В [4, теорема 1] Томс и Бергер привели
формулу скорости как функции искажения для некоторых нестационарных веще-
ственных гауссовских векторных источников с авторегрессией, но доказательство
этой формулы ими не приведено. Здесь мы обобщаем эту формулу на векторные
ARMA-источники.

Т е о р ем а 4. Пусть {xn} – процесс из определения 3. Предположим, что {xn} –
вещественный гауссовский процесс. Пусть

ρ(Ψp(A)) < 1

и

det(B(ω)) 	= 0 для всех ω ∈ R.

Пусть

X(ω) = (A(ω))−1B(ω)W (B(ω))∗
(
(A(ω))−1

)∗
для всех ω ∈ R. Если D ∈

(
0,

tr(X0)

N

)
, то

R(D) =
1

4πN

2π∫
0

N∑
k=1

max

{
0, ln

λk

(
X(ω)

)
θ

}
dω, (7)

где θ – вещественное число, такое что

D =
1

2πN

2π∫
0

N∑
k=1

min
{
θ, λk(X(ω))

}
dω. (8)
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Док а з а т е л ь с т в о. Применяя теорему 1, получаем, что {xn} – AWSS-процесс
с СПМ X . Так как матрица E(xn:1x

�
n:1) положительно полуопределена для всех

n ∈ N, из [13, предложение 2] следует, что X(ω) положительно полуопределена для
всех ω ∈ R. Имеем

det(X(ω)) =

∣∣∣∣det(B(ω))

det(A(ω))

∣∣∣∣2 det(W ) 	= 0, ∀ω ∈ R,

и из равенства (3) получаем

det
(
E(xn:1x

�
n:1)
)
=

∣∣∣∣det(Tn(B))

det(Tn(A))

∣∣∣∣2 det(Tn(W )) = (det(W ))n 	= 0, ∀n ∈ N.

Так как E(xn:1x
�
n:1) положительно определена для всех n ∈ N и X(ω) положительно

определена для всех ω ∈ R, то из [14, теорема 1] следует равенство (7). �
Поскольку{
λk

(
(X(ω))−1

)
: k ∈ {1, . . . , N}

}
=

{
1

λk(X(ω))
: k ∈ {1, . . . , N}

}
, ∀ω ∈ R,

формулы (7) и (8) можно переписать в виде

R(D) =
1

4πN

2π∫
0

N∑
k=1

max
{
0,− ln

(
θλk

(
(X(ω))−1

))}
dω

и

D =
1

2πN

2π∫
0

N∑
k=1

min

{
θ,

1

λk

(
(X(ω))−1

)} dω

соответственно. Выбирая B(ω) = IN , получаем формулу скорости как функции ис-
кажения для векторных источников с авторегрессией, приведенную Томсом и Бер-
гером в [4, формулы (8), (9)]:

R(D) =
1

4πN

2π∫
0

N∑
k=1

max
{
0,− ln

(
θλk

(
(A(ω))∗W−1A(ω)

))}
dω

и

D =
1

2πN

2π∫
0

N∑
k=1

min

{
θ,

1

λk

(
(A(ω))∗W−1A(ω)

)} dω.

Наконец, следует отметить, что условия, требуемые в следствии 1, являются бо-
лее ограничительными, чем условия в теореме 4, поскольку при ρ(Ψq(B)) < 1 из
[10, теорема 6] следует, что det(B(ω)) 	= 0 для всех ω ∈ R.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Здесь мы покажем, почему без ограничения общности можно считать, что если
det(B0) 	= 0 в определении 2, то B0 = IN .
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как det(B0) 	= 0, то равенство (2) можно переписать
в виде

xn =
n−1∑
k=0

B−kB
−1
0 B0wn−k −

n−1∑
�=1

A−�xn−� =

=

n−1∑
k=0

B̂−kŵn−k −
n−1∑
�=1

A−�xn−�, ∀n ∈ N,

где B̂0 = IN , B̂−k = B−kB
−1
0 и ŵk = B0wk для всех k ∈ N. Тогда

E(ŵk) = E(B0wk) = B0 E(wk) = B00N×1 = 0N×1, ∀k ∈ N,

т.е. {ŵn} является процессом с нулевым средним. Далее,

E(ŵjŵh) = E(B0wj(B0wh)
∗) = E(B0wjw

∗
hB

∗
0) = B0 E(wjw

∗
h)B

∗
0 =

= B0(δj,hW )B∗
0 = δj,hB0WB∗

0

для всех j, h ∈ N. Для завершения доказательства остается лишь показать, что
матрица B0WB∗

0 положительно определена. Если u ∈ CN×1 \ 0N×1, то B∗
0u 	= 0N×1,

поскольку

det(B∗
0) = det(B0) 	= 0.

Так как W положительно определена, то

u∗B0WB∗
0u = (B∗

0u)
∗WB∗

0u > 0. �

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Здесь мы докажем, что условие теоремы 1 равносильно условию, приведенному
в [5, теорема 8], а именно ρ(Ψp(A)) < 1 равносильно тому, что

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0 и inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Разобьем доказательство на три шага.
Шаг 1: Докажем, что

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0

тогда и только тогда, когда множество {‖(Tn(A))
−1‖2} ограничено.

С одной стороны, если inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0, то

0 �
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2
= σ1

(
(Tn(A))

−1
)
=

1

σnN (Tn(A))
� 1

inf
m∈N

σmN (Tm(A))
< ∞

для всех n ∈ N. С другой стороны, если {‖(Tn(A))
−1‖2} ограничено, то

σnN (Tn(A)) =
1

σ1

(
(Tn(A))−1

) = 1∥∥(Tn(A))−1
∥∥
2

� 1

sup
m∈N

∥∥(Tm(A))−1
∥∥
2
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для всех n ∈ N, и следовательно,

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) � 1

sup
n∈N

∥∥(Tn(A))−1
∥∥
2

> 0.

Шаг 2: Покажем, что если det(A(ω)) 	= 0 для всех ω ∈ R, то выполнено условие

inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0.

Так как матрица (A(ω))∗A(ω) эрмитова, то применяя [15, следствие VI.1.6], по-
лучаем, что

inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) = min
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)).

Следовательно, для завершения доказательства этого шага осталось лишь доказать,
что λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0 для всех ω ∈ R. С одной стороны, так как (A(ω))∗A(ω)
положительно полуопределена, то λN ((A(ω))∗A(ω)) � 0 для всех ω ∈ R. С другой
стороны, так как

det((A(ω))∗A(ω)) = |det(A(ω))|2 	= 0,

то λN ((A(ω))∗A(ω)) 	= 0 для всех ω ∈ R.
Шаг 3: Докажем, что ρ(Ψp(A)) < 1 тогда и только тогда, когда выполнены усло-

вия

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0 и inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0.

Это непосредственно вытекает из шагов 1, 2 и утверждения [10, теорема 6]. �
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11. Gutiérrez-Gutiérrez J., Zárraga-Rodŕıguez M., Insausti X. On the Asymptotic Optimality
of a Low-Complexity Coding Strategy for WSS, MA, and AR Vector Sources // Entropy.
2020. V. 22. № 12, Article 1378 (20 pp.). https://doi.org/10.3390/e22121378

12. Kolmogorov A. On the Shannon Theory of Information Transmission in the Case of Con-
tinuous Signals // IRE Trans. Inform. Theory. 1956. V. 2. № 4. P. 102–108. https:
//doi.org/10.1109/TIT.1956.1056823

13. Gutiérrez-Gutiérrez J. A Modified Version of the Pisarenko Method to Estimate the Power
Spectral Density of Any Asymptotically Wide Sense Stationary Vector Process // Appl.
Math. Comput. 2019. V. 362, Article 124526 (11 pp.). https://doi.org/10.1016/j.amc.
2019.06.040
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КОНСТРУКЦИИ НЕДВОИЧНЫХ КОДОВ, ЛЕЖАЩИХ
НА ГРАНИЦЕ ДЖОНСОНА

Предложено несколько конструкций недвоичных равновесных кодов, лежа-
щих на границе Джонсона.
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§ 1. Введение

Пусть C – q-ичный равновесный код над алфавитом {0, 1, . . . , q − 1} длины n
мощности N (N = |C|) с весом кодовых слов w и расстоянием d. Такой код назовем
(n,N,w, d)q-кодом. Мощность N такого (n,N,w, d)q-кода удовлетворяет следующей
обобщенной границе Джонсона [1]:

N � (q − 1)dn

qw2 − (q − 1)(2w − d)n
, (1)

если знаменатель положителен.
Напомним (см. [2]), что равновесный код достигает границы (1) тогда и только

тогда, когда он эквидистантен и посимвольно равномерен. Посимвольно равномер-
ным называется код, матрица которого размера N ×n содержит каждый ненулевой
символ в каждом столбце одно и то же число раз независимо от выбора символа
и выбора столбца.

Всюду в дальнейшем будем считать, что каждый ненулевой символ в каждом
столбце встречается t раз, t > 0, а следовательно, нулевой символ в каждом столбце
встречается

m = N − (q − 1)t

раз, m > 0.
Отметим, что приm 	= t эквидистантный посимвольно равномерный код является

равновесным, но при m = t это не так: например, код {(00), (11), (22)} является
эквидистантным и посимвольно равномерным, но не равновесным.

Равновесный эквидистантный посимвольно равномерный код будем кратко назы-
вать РЭПР-кодом. Несложно вычислить (см., например, [2]), что параметры всякого
(n,N,w, d)q-РЭПР-кода при заданных q, t, m и n связаны следующими соотноше-
ниями:

N = (q − 1)t+m, w =
(N −m)n

N
, d =

(N −m)(N +m− t)n

N(N − 1)
. (2)
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Прежде чем перейти к изложению конструкций, отметим, что для любых задан-
ных q, t и m существует некоторый РЭПР-код, но, к сожалению, слишком большой
длины.

Пр е д л оже н и е 1. При заданных q, t и m существует РЭПР-код длины

n =
N !

m! (t!)q−1(q − 1)!
.

Док а з а т е л ь с т в о. Соответствующая матрица кода размера N × n состоит из
столбцов, каждый из которых содержит m нулей и по t раз каждый ненулевой
символ. Выберем в столбце m позиций для нулевых символов (таких выборов все-
го
(
N

m

)
), а оставшееся множество из

N −m = (q − 1)t

позиций разобьем на q− 1 подмножеств мощности t. Число таких неупорядоченных
разбиений равно

(N −m)!

(t!)q−1(q − 1)!
.

В матрицу кодовых слов при фиксированном выборе m позиций для нулевого сим-
вола запишем все (N −m)!

(t!)q−1(q − 1)!
столбцов неупорядоченных разбиений, и каждый

такой столбец заполним ненулевыми кодовыми символами так, что на всех t пози-
циях, соответствующих фиксированному элементу разбиения, стоит один и тот же
ненулевой символ, а на позициях разных элементов разбиения эти символы различ-
ны. Число столбцов в такой матрице равно(

N

m

)
(N −m)!

(t!)q−1(q − 1)!
=

N !

m! (t!)q−1(q − 1)!
.

Очевидно, что эта матрица задает равновесный эквидистантный посимвольно рав-
номерный код. �

§ 2. Каскадная конструкция

Естественно желание использовать для построения РЭПР-кодов каскадную кон-
струкцию. Пусть имеется (q1, t1,m1, n1)-РЭПР-код (далее будем называть его внеш-
ним кодом) и (q2, t2,m2, n2)-РЭПР-код (называемый далее внутренним кодом),

N2 = (q2 − 1)t2 +m2 = q1 − 1.

Стандартная каскадная конструкция состоит в замене нулевого символа внешнего
кода на нулевое слово длины n2, а каждого фиксированного ненулевого символа
внешнего кода – на фиксированное слово внутреннего кода. Очевидно, что получен-
ный таким образом каскадный код будет посимвольно равномерным с параметрами

q3 = q2, t3 = t1t2, m3 = m1 + t1m2, n3 = n1n2 (3)

и равновесным (w3 = w1w2), однако такой код может быть не эквидистантным.
Для того чтобы он был эквидистантным, необходимо и достаточно выполнение по
крайней мере одного из двух следующих дополнительных условий:

а) на внешний код: число ξ(x, y) координат, в которых любые два слова x, y внеш-
него кода равны нулю, не зависит от выбора этих двух слов (положим это число

равным ξ, ξ =
m1(m1 − 1)n1

N1(N1 − 1)
);
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б) на внутренний код: w2 = d2, что эквивалентно равенству m2 = t2 − 1.
Эти условия вытекают из вычисления расстояния между двумя словами x, y кас-

кадного кода:

d3(x, y) = (d1 − 2(n1 − w1 − ξ(x, y)))d2 + 2(n1 − w1 − ξ(x, y))w2 =

= d1d2 + 2(n1 − w1 − ξ(x, y))(w2 − d2).

Внешние (q1, t1,m1, n1)-РЭПР-коды со свойством а) были введены в [3], где было
доказано, что их существование эквивалентно существованиюm1-квазиразрешимых
схем, и были построены семейства таких кодов. Отметим, что не всякий РЭПР-код
удовлетворяет условию а). Таковым, к примеру, является РЭПР-код с параметрами

q = 4, N = 9, n = 18, m = 3, t = 2,

столбцы которого образованы циклическими сдвигами двух столбцов-генераторов

(0 3 2 1 0 1 2 3 0)T и (2 1 1 0 0 3 0 2 3)T .

Внутренние (q2, t2,m2, n2)-РЭПР-коды со свойством б) – это коды, лежащие на гра-
нице Плоткина, из которых удалено нулевое слово (мощность такого кода N2 =

=
(q2 − 1)n2

q2d2 − (q2 − 1)n2
).

Таким образом, если внутренний код удовлетворяет условию б), то при любом
внешнем РЭПР-коде каскадный код является РЭПР-кодом с расстоянием d3 = d1d2.
Если внутренний код не удовлетворяет условию б), то внешний код должен удовле-
творять условию а), и тогда

d3 = d1d2 + 2(n1 − w1 − ξ)(w2 − d2).

Очевидно, что N3 = N1, а параметры d3 и w3 каскадного кода легко вычисляются
исходя из (2) и (3).

Приведем теперь примеры каскадных конструкций.
П рим е р 1. Выберем в качестве внешнего кода (q1, t1 = 2,m1 = 1, n1 = 2q1 − 1)-

РЭПР-код, а в качестве внутреннего – РЭПР-код из предложения 2 работы [4] с па-
раметрами

N2 = p2, q2 = (p2 − p)/2 + 1, t2 = 2, m2 = p, n2 = p(p+ 1)/2,

где p – степень простого числа. В результате получим РЭПР-код с параметрами

q3 = (p2 − p)/2 + 1, t3 = 4, m3 = 1 + 2p, n3 = (2p2 + 1)p(p+ 1)/2.

Такой внешний код существует при любых q1 (см. [5]) и удовлетворяет условию а),
как и любой РЭПР-код при m = 1. Так как в каскадной конструкции N2 = q1 − 1,
то в данном примере надо выбрать q1 = p2 + 1.

Согласно формуле перехода от параметров РЭПР-кода к привычным кодовым
параметрам построенный каскадный РЭПР-код является кодом над алфавитом раз-
мера q3 = (p2 − p)/2 + 1, мощности N3 = 2p2 + 1, длины n3 = (2p2 + 1)p(p + 1)/2,
с весом кодовых слов w3 = p2(p2 − 1) и расстоянием d3 = (p2 − 1)(p2 + p− 1).

Например, выбрав p = 3, получим четверичный код мощности 19, длины 114,
с весом кодовых слов 72 и расстоянием 88.

П рим е р 2. Выберем в качестве внешнего кода (q1, t1,m1 = 1, n1 = (q1−1)t1+1)-
РЭПР-код, а в качестве внутреннего – РЭПР-код из предложения 1 с параметрами(

q2 = q, t2 = 1,m2, n2 =

(
q2 − 1 +m2

m2

))
.
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Так как N2 = (q2 − 1)+m2 = q1 − 1, то в данном примере надо выбрать m2 = q1 − q.
Получим РЭПР-код с параметрами(

q3 = q, t3 = t1,m3 = 1 + t1(q1 − q), n3 = [(q1 − 1)t1 + 1]

(
q1 − 1

q1 − q

))
.

Тогда согласно формуле перехода от параметров РЭПР-кода к привычным кодовым
параметрам построенный каскадный РЭПР-код является кодом над алфавитом раз-
мера q, мощности (q1 − 1)t1 + 1, длины

[(q1 − 1)t1 + 1]

(
q1 − 1

q1 − q

)
,

с весом кодовых слов

(q − 1)t1

(
q1 − 1

q − 1

)
и расстоянием

[(2q1 − q − 2)t1 + 2]

(
q1 − 2

q − 2

)
.

Использованный в этом примере внешний код приведен в [6], где показано, что он
эквивалентен почти разрешимой блок-схеме.

Например, выбрав в качестве внешнего кода (6, 5, 1, 26)-РЭПР-код, а в качестве
внутреннего (4, 1, 2, 10)-РЭПР-код из предложения 1, получим четверичный РЭПР-
код мощности 26, длины 260, с весом 150 и расстоянием 192.

Прежде чем привести еще один пример каскадной конструкции, мы ее слегка мо-
дифицируем – допустим в качестве внешнего кода код, лежащий на границе Плотки-
на, т.е. используем эквидистантный посимвольно равномерный, но не равновесный
код. Внутренний код остается прежним, но теперь каждому символу внешнего кода
(включая нулевой) мы ставим в соответствие одно из слов внутреннего кода. Оче-
видно, что при такой модифицированной каскадной конструкции полученный код
будет посимвольно равномерным с параметрами

q3 = q2, t3 = t1t2, m3 = t1m2, n3 = n1n2, (4)

так как m1 = t1, равновесным (w3 = n1w2) и эквидистантным (d3 = d1d2).
Так как N1 = q1t1, N2 = q1, то

N3 = (q2 − 1)t1t2 + t1m2 = [(q2 − 1)t2 +m2]t1 = N2t1 = q1t1 = N1.

Прим е р 3. Пусть внешний код лежит на границе Плоткина с параметрами
(q1, t1,m1 = t1, n1) (см. [5,7]), а в качестве внутреннего выберем РЭПР-код из пред-
ложения 1 с параметрами(

q2 = q, t2 = 1,m2, n2 =

(
q2 − 1 +m2

m2

))
.

Так как N2 = q2 − 1 +m2 = q1, то в данном примере надо выбрать m2 = q1 − q + 1.
В результате получим РЭПР-код с параметрами(

q3 = q, t3 = t1,m3 = t1(q1 − q + 1), n3 = n1

(
q1

q − 1

))
.

Согласно формуле перехода от параметров РЭПР-кода к привычным кодовым па-
раметрам построенный каскадный РЭПР-код является кодом над алфавитом раз-
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мера q, мощности q1t1, длины

n1

(
q1

q − 1

)
,

с весом кодовых слов

n1

(
q1 − 1

q − 2

)
и расстоянием

n1

(
q1 − 1

q − 2

)
(2q1 − q)t1
q1t1 − 1

.

Например, выбрав в качестве внешнего (7, 7, 7, 8)-РЭПР-код (см. [7]), а в каче-
стве внутреннего – (4, 1, 4, 35)-РЭПР-код из предложения 1, получим четверичный
РЭПР-код мощности 49, длины 280, с весом 120 и расстоянием 175.

Теперь приведем две конструкции, использующие блок-схемы.

§ 3. Конструкция A

Блок-схема B(v, k, λ) называется разрешимой и обозначается через RB(v, k, λ),
если она перестановкой строк и столбцов может быть приведена к следующему виду:

A =
[
A1 |A2 | . . . |Ar

]
,

где каждая подматрица Aj размера v× v

k
состоит из строк веса 1. Разрешимая блок-

схемаRB(v, k, λ) называется аффинно разрешимой и обозначается черезARB(v, k, λ),
если скалярное произведение любых двух столбцов из различных подматриц Aj , A

′
j ,

j 	= j′, равно μ. Согласно теореме Боуза (см. [8, гл. II, теорема 8.7]) параметры
аффинно разрешимой блок-схемы можно записать в следующем виде:

k = tμ, v = t2μ, λ =
tμ− 1

t− 1
,

где t � 2. Отсюда мы видим, что λ = k(k − 1)/(v − k), и следовательно, аффинно
разрешимая схема является частным случаем блок-схемы B(v, k, λ), в котором

λ =
k(k − 1)

v − k
.

Построение троичного кода из аффинно разрешимой схемы весьма просто – вы-
бираем любые два столбца из любых двух различных подматриц схемы и превра-
щаем эти два столбца в столбец троичного кода по следующему правилу:

(1, 1) → 0, (0, 0) → 0, (1, 0) → 1, (0, 1) → 2.

Результат такого преобразования подытоживает следующее
Ут в е ржд е н и е 1. Любая аффинно разрешимая схема ARB(v, k, λ) порождает

троичный равновесный эквидистантный код, лежащий на границе Джонсона (1),
с параметрами

q = 3, N = v,

n =
(v
k

)2(r
2

)
=

v3(v − 1)(k − 1)

2k(v − k)2
,
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w = 2
(v
k
− 1
)(r

2

)
=

v(v − 1)(k − 1)

v − k
,

d = λ(r − λ)

(
2 + 2

(v
k
− 1
))

+

(
r − λ

2

)(
2
(v
k
− 1
)
+ 2
(v
k
− 2
))

=

=
(k − 1)(2v2 − 3vk + 3k2)

v − k
.

Док а з а т е л ь с т в о. Здесь пояснения требуют лишь левые равенства, ибо пра-
вые равенства следуют из того факта, что для аффинно разрешимой схемы

λ =
k(k − 1)

v − k
, r =

k(v − 1)

v − k
и r − λ = k.

Вычисление веса w кодового слова очевидно, так как имеется всего r подматриц,
и вклад любых двух подматриц в вес фиксированного слова равен 2

(
v

k
− 1
)
, ибо

каждая строка любой подматрицы содержит ровно одну единицу, а длина каждой
строки подматрицы равна v/k.

Рассмотрим теперь две фиксированные строки матрицы ARB(v, k, λ) и вычислим
вклад каждой пары подматриц в расстояние троичного кода между соответствую-
щими кодовыми словами. Имеется ровно λ подматриц, в которых фиксированные
две строки подматриц одинаковы, и r− λ подматриц, в которых они различны. Па-
ры подматриц первого типа не вносят вклада в расстояние. Рассмотрим теперь две
фиксированные строки подматрицы первого типа и подматрицы второго типа: их
вклад в расстояние равен

2 + 2
(v
k
− 1
)
.

Осталось заметить, что вклад в расстояние двух подматриц второго типа равен

2
(v
k
− 1
)
+ 2
(v
k
− 2
)
. �

§ 4. Конструкция B

Еще одно семейство недвоичных эквидистантных равновесных кодов, лежащих
на границе Джонсона, строится с использованием идеи одновременного построения
блок-схем для всех символов. Используя метод построения блок-схемы из [9], удается
разбить кодовую матрицу размера N × n на q блок-схем (т.е. для каждого симво-
ла i замена этого символа на единицу, а всех остальных символов на ноль приводит
к блок-схеме).

Пусть v = ps, где p – нечетное простое, s = 1, 2, . . . , и k < v. Опишем построение
блок-схемы из работы [9]: выбираются k различных элементов A = {α1, . . . , αk}
поля Fv и образуются (v − 1)/2 блоков-генераторов

Bj = βj ×A = (βjα1, βjα2, . . . , βjαk), j = 1, 2, . . . , (v − 1)/2

(здесь βj – различные ненулевые элементы поля, такие что βj 	= −βj, т.е. из каждой
пары βj ,−βj выбирается один элемент и всего выбрано (v − 1)/2 таких элементов
поля). Затем из каждого блока-генератора Bj , j = 1, 2, . . . , (v − 1)/2, порождают-
ся v блоков

β Bj = (β + βjα1, β + βjα2, . . . , β + βjαk)

для всех β ∈ Fv (здесь знак обозначает сложение вектора с элементом). Таким
образом, каждый блок-генератор порождает v блоков, и всего получаем v(v − 1)/2
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блоков, каждый из которых содержит k элементов поля. Теорема из [9] утверждает,
что полученные таким образом v(v−1)/2 блоков представляют собойB(v, k, λ)-схему
с параметром

λ =
k(k − 1)

2

(соответственно, b = v(v − 1)/2, r = k(v − 1)/2). Построение q-ичного кода из такой
B(v, k, λ)-схемы совсем просто.

У т в е ржд е н и е 2. Пусть v = ps, где p – нечетное простое, и пусть натураль-
ные числа s, k′ таковы, что (q − 1)k′ < v. Тогда в явном виде строится q-ичный
равновесный эквидистантный код, лежащий на границе Джонсона (1), с парамет-
рами

N = v,

n =
v(v − 1)

2
,

w =
(q − 1)k′(v − 1)

2
,

d = (q − 1)k′
(
v − qk′

2

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Покажем, что этот код порождается блок-схемой

B
(
v, (q − 1)k′, λ = (q − 1)k′[(q − 1)k′ − 1]/2

)
,

описанной в работе [9]. Положим k = (q − 1)k′ и разобьем множество элементов
A = {α1, . . . , αk} на q − 1 подмножеств A1, A2, . . . , Aq−1 мощности k′. В каждом
блоке, который по построению имеет вид β βj × A, все элементы поля Fv вида
β + βj × Ai заменим на символ q-ичного кода i, i = 1, 2, . . . , q − 1. Очевидно, что
такой q-ичный код имеет параметры

N = v, n = v(v − 1)/2, w = k(v − 1)/2.

Он эквидистантен, ибо у любых двух кодовых слов число покоординатно совпадаю-
щих ненулевых символов равно k′(k′− 1)/2 для любого ненулевого символа, а число
покоординатно совпадающих нулевых символов равно

v(v − 1)/2− 2r + λ,

где

r = (q − 1)k′(v − 1)/2, λ = (q − 1)k′[(q − 1)k′ − 1]/2,

и следовательно, расстояние эквидистантного кода равно

d = −(q − 1)k′(k′ − 1)/2 + (q − 1)k′(v − 1)− (q − 1)k′[(q − 1)k′ − 1]/2 =

= (q − 1)k′(v − qk′/2).

Так как код равносимвольный и эквидистантный, то он лежит на границе Джонсона,
что, впрочем, нетрудно проверить и непосредственно. �

§ 5. Примеры

Приведем теперь примеры применения конструкций A и B.
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Прим е р 4 (конструкция A). Схема Адамара с параметрами

v = 4�, k = 2�, λ = 2�− 1, μ = �

является аффинно разрешимой схемой.
Так как k = 2μ = v/2 и k − μ = v − μ− 2(k− μ) = �, то получаем троичные коды

с параметрами

q = 3, n = 4(4�− 1)(2�− 1), N = 4�,

w = 2(4�− 1)(2�− 1), d = 10�(2�− 1).

Очевидно, что таким же способом, как построен троичный код, можно постро-
ить четверичный код, превращая пару (1, 1) в символ 3. Но требование, чтобы по-
лученный четверичный код лежал на границе Джонсона, не порождает новый код,
а приводит к коду, который является четырехкратным повторением четверичного
кода, построенного в [10].

П р им е р 5 (конструкция B). Выбрав v = 19, q = 4, k′ = 4, получим четверич-
ный код мощности 19, длины 171, с весом кодовых слов 108 и расстоянием 132.
Параметры t = 4, m = 7 этого кода совпадают с параметрами четверичного кода
в примере 1, но длина кода в примере 1 равна 114. Минимальная длина РЭПР-кода
при q = 4, t = 4, m = 7 ограничена снизу величиной 57 (см. [4, предложение 4]).

Если взять q = 3, t = 7, m = 5, то длина кода из конструкции B равна 171, но
уже не может быть уменьшена, поскольку из (2) имеем

d = (7× 17)n/(19× 9),

а расстояние кода является целым числом.

Отметим, что связь разрешимых блок-схем с оптимальными недвоичными рав-
новесными кодами также исследуется в работе [11], где авторы используют транс-
понированную (в отличие от данной статьи) матрицу инцидентности блок-схем для
построения кодовой матрицы.

Авторы весьма благодарны рецензенту, привлекшему их внимание к каскадной
конструкции.
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ИСПРАВЛЕНИЕ ОДНОЙ ОШИБКИ
В АСИММЕТРИЧНОМ КАНАЛЕ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

Доказывается новая нижняя оценка мощности кода с полной обратной свя-
зью, исправляющего одну ошибку в двоичном асимметричном канале. Также
представлена верхняя граница мощности кода, близкая к новой нижней гра-
нице.

Ключевые слова: асимметричный канал, обратная связь, кодовая конструкция.

DOI: 10.31857/S0555292324010042, EDN: EUSSZN

§ 1. Введение

В данной статье изучается двоичный асимметричный канал с мгновенной бес-
шумной обратной связью. Нами рассматривается комбинаторная модель асиммет-
ричного канала, в котором при передаче кодового слова длины n происходит не
более одной ошибки.

В рассматриваемом нами асимметричном канале, также известном как Z-канал,
при передаче символа 1 может произойти ошибка и на выходе канала будет полу-
чен символ 0, при этом символ 0 всегда передается безошибочно. Наличие полной
обратной связи означает, что после передачи каждого символа кодер получает ин-
формацию о том, какой символ был принят декодером. Изучению двоичного асим-
метричного канала посвящено значительное количество работ. В работе [1] были
предложены коды Варшамова –Тененгольца, позволяющие исправлять одну ошиб-
ку в асимметричном канале без обратной связи. В работах [2,3] Варшамов показал,
что для исправления t ошибок без обратной связи необходимо и достаточно, чтобы
кодовые слова находились друг от друга на асимметричном расстоянии не менее
2t+ 1, где асимметричное расстояние между словами x,y определяется как

p(x,y) = |x− y|+
∣∣|x| − |y|

∣∣
(где |x| – число единиц в слове x, часто называемое весом слова). Бассалыго в ра-
боте [4] вывел из этого, что мощность кода M для длины сообщения n в асиммет-
ричном канале не может превышать мощность кода в симметричном канале более
чем в t+ 1 раз. Таким образом, асимптотическая скорость кода без обратной связи
(R = lim

n→∞
logM

n
), исправляющего t ошибок в асимметричном канале, ровно такая

же, как и скорость кода, исправляющего t ошибок в симметричном канале. При
наличии обратной связи и линейном числе ошибок асимптотическая скорость для
симметричного и асимметричного каналов уже будет различаться [5, 6].

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда (номер
проекта 22-41-02028).
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При фиксированном числе ошибок t максимальное число передаваемых сооб-
щений M с полной обратной связью асимптотически эквивалентно 2n+t t!n−t. Это
утверждение было доказано для t = 1 в [7] и для произвольного t в [8,9]. Позднее бы-
ло показано, что такого же асимптотического результата можно добиться, используя
обратную связь лишь один раз. Это было доказано для недвоичного симметричного
канала в [10] и для произвольного дискретного канала в [11].

Для оптимальной мощности кода любой длины, исправляющего одну ошибку
в двоичном симметричном канале при наличии полной обратной связи, известен
точный ответ [12]. Более того, в [13] показано, что можно построить код такой же
мощности, использующий обратную связь только два раза. В случае же асиммет-
ричного канала точный ответ для одной ошибки до сих пор не получен. Известны
только асимптотические результаты и таблицы оптимальных кодов для небольших
длин (см. [7, 13]).

В работе [7] доказано, что для передачи с полной обратной связью M = 2� сооб-
щений достаточно длины кода

n = �− 1 + �log(�+ 3)�.

Выражая число сообщений через длину, получаем, что возможна передача

M =
2n+1

n− logn(1 + o(1))
=

2n+1

n

(
1 +

logn

n
+ o

(
logn

n

))
(1)

сообщений.
В работе [14] нами был построен рекурсивный алгоритм, позволяющий получать

оптимальные коды с полной обратной связью, исправляющие одну ошибку. Также
была предложена модификация этого рекурсивного алгоритма, позволяющая отно-
сительно легко получать оценки мощностей кодов большой длины. В данной статье
мы применяем упомянутый алгоритм для получения новой нижней оценки мощ-
ности кода, превосходящей результат (1). Также мы доказываем верхнюю границу
мощности кода, близкую к новой нижней границе.

§ 2. Определения и обозначения

Рассмотрим канал с двоичным алфавитом {0, 1} на входе и на выходе. Кодер
передает сообщение x ∈ {0, 1}n, декодер получает сообщение y ∈ {0, 1}n. Ошибкой
будем называть замену символа 1 из последовательности x на символ 0 (а нулевой
символ всегда передается безошибочно). Символом [M ] будем обозначать множество
{1, 2, . . . ,M}.

В данной статье рассматривается передача данных по каналу с полной обрат-
ной связью. Кодер передает сообщение m ∈ [M ]. Первый передаваемый символ x1

зависит только от сообщения m. После передачи каждого символа xi кодер полу-
чает обратную связь о принятом символе yi. Перед отправкой следующего символа
кодер учитывает в своей стратегии информацию о полученных символах. Таким об-
разом, второй передаваемый символ x2 зависит не только от сообщения m, но и от
принятого символа y1, и так далее.

Определим облакоB(m) для сообщенияm как множество последовательностей y,
которые могут быть получены на выходе канала с не более чем одной ошибкой
при передаче этого сообщения. Каждое облако B(m) содержит последовательность,
которая будет передана в том случае, если в канале не происходит ошибок. Назовем
эту последовательность корневой. Отметим, что размер облака всегда превосходит
вес корневой последовательности на 1.

Будем называть набор непересекающихся облаков B(m), m ∈ [M ], кодом C мощ-
ности M , исправляющим одну ошибку. Точки пространства, не принадлежащие ни
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одному облаку, будем называть свободными; количество таких точек будет обозна-
чаться через F .

§ 3. Основной результат

Всюду далее под кодом будем понимать код с полной обратной связью, исправ-
ляющий одну ошибку в асимметричном канале.

При доказательстве основного результата мы будем опираться на следующее
утверждение, доказанное в [14].

П р е д л оже н и е 1. Если существует код длины n и мощности M , имеющий F
свободных точек, F � M , то тогда существует код длины n+1 и мощности 2M ,
имеющий 2F −M свободных точек.

Последовательное применение предложения 1 дает следующий результат.

П р е д л оже н и е 2. Пусть существует код длины k и мощности M0, имею-
щий F свободных точек. Тогда для любого N � 2F/M0 − 1 существует код длины
n = k +N и мощности M = M0 · 2N .

В зависимости от того, какой начальный код длины k используется в предло-
жении 2, будут получаться коды с разными параметрами. В теореме 2 работы [14]
показано, что применяя предложение 2 к тривиальному коду, состоящему из одного
нулевого слова, мы повторяем результат (1).

В следующей теореме мы улучшаем этот результат, применяя предложение 2
к более сложному коду.

Т е о р ем а 1. Существует код длины n и мощности

M =
2n+1

n− α
√
n(1 + o(1))

=
2n+1

n

(
1 +

α√
n
+ o

(
1√
n

))
при n → ∞,

где α > 0,4499.

Док а з а т е л ь с т в о. Построим код длины k и мощности

M0 =

s∑
w=0

(
k − �log k�

w

)
с одной обратной связью, исправляющий одну ошибку. Код строится следующим
образом. Каждому сообщению поставим в соответствие двоичную последователь-
ность длины r = k − �log k�, имеющую вес не более s. При передаче сообщения
на первых r символах передается соответствующая двоичная последовательность,
последующие �log k� символов используются для исправления возможной ошибки.
В случае, если ошибки не было, передается нулевое слово, в противном случае пере-
дается номер позиции, в которой произошла ошибка. Так как возможных позиций
строго меньше чем k, то нам хватает длины кода для передачи нужной информации.

Пусть s = 
r/2−C
√
r�, где C – некая константа, которая будет оптимизирована

в дальнейшем. Подсчитаем количество свободных точек в коде. Каждому сообщению
соответствует корневое слово веса w � s, состоящее из последовательности веса w
на первых r = k − �log k� символах, дополненной последовательностью из �log k�
нулей. Поэтому соответствующее облако состоит из w + 1 точек. Таким образом,
количество свободных точек вычисляется по формуле

F = 2k −
s∑

w=0

(
r

w

)
(w + 1).
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Преобразуем выражение для мощности кода:

M0 =

s∑
w=0

(
r

w

)
= 1 +

s∑
w=1

((
r − 1

w

)
+

(
r − 1

w − 1

))
= (2)

=

s+1∑
w=1

(
r − 1

w − 1

)
+

s∑
w=1

(
r − 1

w − 1

)
= 2

s∑
w=1

(
r − 1

w − 1

)
+

(
r − 1

s

)
. (3)

Теперь преобразуем выражение для количества свободных точек:

F = 2k −
s∑

w=0

(
r

w

)
(w + 1) = 2k −

s∑
w=0

(
r

w

)
w −

s∑
w=0

(
r

w

)
=

= 2k − r

s∑
w=1

(
r − 1

w − 1

)
−M0 =

= 2k −M0 − r

(
M0 −

(
r − 1

s

))
· 1
2
=

= 2k −M0 − rM0/2 +
r

2

(
r − 1

s

)
=

= 2k −M0 − rM0/2 +
r − s

2

(
r

s

)
. (4)

Применяя N раз предложение 2, где

N = 2F/M0 − 1, (5)

получаем новый код. Длина нового кода n = k +N , а его мощность

M = M0 · 2N = M0
2n+1

2k+1
. (6)

Дальнейшие вычисления направлены на установление зависимости мощности M
кода от его длины n.

Воспользуемся следующей асимптотической формулой для M0:

M0 =

s∑
w=0

(
r

w

)
= 2r(Φ(−2C) + o(1)) при r → ∞, (7)

где

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
x2

2 dx

– функция распределения стандартного нормального распределения N (0, 1). Эта
формула легко выводится из центральной предельной теоремы, примененной к би-
номиальной случайной величине ξ с параметрами r и 1/2.

Действительно, если поделить M0 на 2r, то мы получим вероятность того, что
биномиальная случайная величина ξ с параметрами r и 1/2 принимает значение не
более s. Из центральной предельной теоремы следует, что

ξ −E ξ√
D ξ

d−→ N (0, 1).
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Имеем

M0 = 2r P (ξ � s) = 2r P

(
ξ −E ξ√

D ξ
� s−E ξ√

D ξ

)
. (8)

Заметим, что

E ξ =
r

2
, D ξ =

r

4
, s = 
r/2− C

√
r�,

и поэтому

M0 = 2r P

(
ξ −E ξ√

D ξ
� −2C

√
r√

r
(1 + o(1))

)
= 2r(Φ(−2C) + o(1)). (9)

Для биномиального коэффициента воспользуемся известной формулой, которую
можно найти, например, в [15]:(

r

s

)
= 2r

e−2C2√
πr/2

(1 + o(1)). (10)

Подставляя в формулу (5) выражения (7), (10) и (4), получаем следующее:

N = 2k+1/M0 − 3− r +
r − s√

r

e−2C2

Φ(−2C)
√
π/2

(1 + o(1)) = (11)

= 2k+1/M0 − k +
√
k

e−2C2

Φ(−2C)
√
2π

(1 + o(1)). (12)

Отсюда

2k+1

M0
= N + k −

√
k

e−2C2

Φ(−2C)
√
2π

(1 + o(1)), (13)

а значит, с учетом формулы (6) верно следующее равенство:

M =
2n+1

n−
√
k

e−2C2

Φ(−2C)
√
2π

(1 + o(1))

. (14)

Подставим в формулу (13) выражение (9) для M0:

2k+1

2rΦ(−2C)
(1 + o(1)) = n−

√
k

e−2C2

Φ(−2C)
√
2π

(1 + o(1)), (15)

т.е.

2k

Φ(−2C)
(1 + o(1)) = n,

k =
nΦ(−2C)

2
(1 + o(1)).

Подставляя это выражение в формулу (14) для M , получаем

M =
2n+1

n−
√
n

√
Φ(−2C)√

2

e−2C2

Φ(−2C)
√
2π

(1 + o(1))

=
2n+1

n− α
√
n(1 + o(1))

,
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где

α =
e−2C2

2
√
Φ(−2C)π

.

Максимальное значение α достигается при C ≈ 0,306 и превышает 0,4499. �

§ 4. Верхняя граница

Докажем верхнюю границу мощности кода.
Т е о р ем а 2. Мощность кода длины n не превосходит

2n+1

n− 2
√
n lnn(1 + o(1))

=
2n+1

n

(
1 +

2
√
lnn√
n

+ o

(√
lnn√
n

))
.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть передается M сообщений, каждому из которых со-
ответствует корневое сообщение веса wi, 1 � i � M . Размер облака с корневым
сообщением веса w равен w + 1, поэтому

M∑
i=1

(wi + 1) � 2n.

Рассмотрим отдельно слова веса меньше T =
n

2
−
√
n lnn и слова веса не менее T .

Пусть в первой группе M0 слов, а во второй – M1. Количество слов M0 в первой
группе можно оценить с помощью неравенства Хёфдинга [16], примененного к слу-
чайной величине ξ, имеющей распределение Bin(n, 1/2):

P(ξ � T ) � e−2 lnn = n−2.

Отсюда следует, что M0 � 2n · n−2.
Для оценки M1 заметим, что M1(T + 1) � 2n, а значит,

M1 � 2n+1

n− 2
√
n lnn

.

Таким образом, общее количество сообщений не превосходит

M � 2n+1

n− 2
√
n lnn(1 + o(1))

. �

Таким образом, мы видим, что нижняя и верхняя границы достаточно близки,
а именно второй член известен с точностью до умножения на O(

√
lnn). Однако

в отличие от симметричного канала точную формулу для мощности кода получить
не удается.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ
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ОБ ИЗМЕРЕНИИ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ЗАРЯДА ЭНИОНОВ1

Обсуждается принцип измерения топологического заряда или представле-
ния, в котором находится набор энионов. Описывается метод измерения и ис-
следуется, как он работает для различных значений параметров теории. Также
предлагается способ, с помощью которого этот метод можно сделать более эф-
фективным.

Ключевые слова: топологический квантовый компьютер, теория узлов, кванто-
вые измерения.

DOI: 10.31857/S0555292324010054, EDN: JDBCMW

§ 1. Введение

Топологический квантовый компьютер – это перспективная модель квантового
компьютера, которая, как ожидается, будет иметь малую вероятность ошибок по
построению [1–3]. Модели такого квантового компьютера основаны на перемещении
квазичастиц, называемых энионами. Эти частицы могут существовать в некоторых
эффективных двумерных теориях и имеют статистику, отличную от фермионов и бо-
зонов. А именно, перемена их местами порождает нетривиальный и в общем случае
неабелев оператор.

Энионы описываются эффективной теорией Черна –Саймонса

SCS =
k

4π

∫
S3

A ∧ dA+
2

3
A ∧ A ∧A. (1)

Эта теория калибровочно-инвариантна, при этом обычно рассматривается калибро-
вочная группа SU(N). Энионы в такой теории могут преобразовываться в разных
представлениях, которые также называют топологическим зарядом.

Квантовые вычисления в модели топологического квантового компьютера осу-
ществляются посредством перемещения энионов, нетривиальные операции при этом
получаются посредством сплетения их траекторий (см. рис. 1). Базовый алгоритм
устроен следующим образом. Во-первых, пара или несколько пар энионов рожда-
ются, затем их траектории сплетаются, и наконец, мы пытаемся аннигилировать
пары энионов, и в зависимости от конечного состояния системы они могут анни-
гилировать или не аннигилировать. Если энионы аннигилировали, то их траекто-
рии образуют узел или зацепление, а амплитуда вероятности такого процесса равна
полиному соответствующего узла [4–6]. Сплетение траекторий соответствует кван-
товой R-матрице, которая определяет элементарную операцию в топологическом
квантовом компьютере.

1 Исследование выполнено при поддержке гранта Российского научного фонда № 23-71-10058.
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Рис. 1. Базовый квантовый алгоритм для топологического квантового компьютера.
Пары энионов рождаются, сплетаются и аннигилируют. Двухмостовое зацепление,
изображенное на рисунке, соответствует одно-кубитным операциям

Простейшее описание кубита [5–7] состоит из двух пар энионов, чьи траекто-
рии составляют двухмостовой узел. С точки зрения теории представлений вся коса,
включающая в себя четыре эниона, находится в тривиальном представлении калиб-
ровочной группы, так как квантовыеR-матрицы не меняют неприводимое представ-
ление, в котором находится вся коса любой ширины (подробнее см. в [8–10]). Однако
в произведении представлений, связанных с энионами в косе, может быть несколько
тривиальных представлений. Если все энионы находятся в фундаментальном пред-
ставлении группы SU(N) (энионы, летящие во встречном направлении, при этом
соответствуют антифундаментальному представлению), пространство тривиальных
представлений окажется двумерным. Эти тривиальные представления соответству-
ют различным представлениям, в которых находятся отдельные пары энионов, а не
вся коса.

Существуют также другие подходы к построению топологического квантового
компьютера. В работе [11] вместо группы кос, рассматриваемой в данной статье,
изучается подход, связанный с алгеброй Темперли –Либа. Эта алгебра тесно связана
с группой SU(2) и дает альтернативный подход к вычислению полиномов Джонса.
Эти отличия, однако, несущественны в контексте задачи, рассматриваемой в данной
статье.

В рамках разработки инструментария для обращения с энионами важна зада-
ча измерения состояния кубита без его разрушения. В топологическом квантовом
компьютере мы можем измерить неприводимое представление, в котором находит-
ся коса, состоящая из траекторий энионов. Такое представление также называется
топологическим зарядом энионов. Эта процедура в дальнейшем может быть ис-
пользована для построения многокубитных операций в топологическом квантовом
компьютере [7].

В данной статье обсуждается метод измерения неприводимого представления, из-
вестного также как топологический заряд эниона, и исследуется, как можно сделать
это измерение более точным.

§ 2. Метод измерения

Способ измерения представления, в котором находится какая-либо коса, состо-
ит в оплетении дополнительной нити вокруг измеряемой косы. Другими словами,
мы создаем дополнительную пару вспомогательных энионов и сплетаем один из них
с исследуемой косой, затем мы измеряем вероятность аннигиляции этой вспомо-
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Рис. 2. Процедура измерения с помощью пары вспомогательных энионов. В зависи-
мости от вероятности их аннигиляции мы можем найти представление μ, в котором
находится коса

гательной пары энионов (см. рис. 2). В зависимости от представления, в котором
находится измеряемая коса, эта вероятность будет различной.

Согласно работе [9] вместо косы мы можем рассмотреть одну нить, но в стар-
шем неприводимом представлении. Более того, представление, в котором находится
коса, остается неизменным. В данной статье мы рассмотрим случай N = 2 и косы,
состоящей из двух энионов в фундаментальном представлении. В этом случае коса
может быть в тривиальном или же в симметрическом представлении:

[1]⊗ [1] = ∅+ [2], μ ∈ {∅, [2]}. (2)

Теперь, используя подходы, рассмотренные в [9,12,13], опишем операторы, кото-
рые возникают в таких косах.

§ 3. R-матрицы

Мы рассмотрим трехнитевые косы, как показано на рис. 3. Такие косы состоят
из двух нитей в фундаментальном представлении (эти нити соответствуют вспомо-
гательным энионам) и одной нити в неизвестном представлении, которое мы хотим
измерить (оно может быть тривиальным или же симметрическим). Случай триви-
ального представления очень простой. Тривиальное представление взаимодействует
тривиально со всеми другими представлениями. Это означает, что состояние первой
пары нитей остается неизменным, и соответственно, вероятность успешной их анни-
гиляции равна 1.

Теперь обсудим случай симметрического представления. Так как изначально мы
создали пару энионов в тривиальном представлении, а также есть дополнитель-
ная нить, которая несет на себе симметрическое представление [2], вся коса также
находится в представлении [2]. Тем не менее в такой косе пространство таких пред-
ставлений двумерно. Это можно увидеть из следующего разложения:

[1]⊗ [1]⊗ [2] = ([2] +∅)⊗ [2] = ([4] + [2] +∅) + [2]. (3)

Одно из симметрических представлений появляется, когда первая пара нитей нахо-
дится в тривиальном представлении, а другое – в симметрическом представлении.
Вся коса в этом секторе описывается матрицей B размера 2× 2, которая описывает,
как пара симметрических представлений в начале преобразуется в пару представ-
лений в конце. Так как мы знаем, что состояние в начале отвечает тривиальному
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Рис. 3. Коса, которую нужно рассмотреть для описания взаимодействия между жир-
ной нитью, которая соответствует изучаемому представлению μ, и вспомогательны-
ми энионами. Коса состоит из R-матриц различных типов – матрица R1 соответ-
ствует пересечению между первыми двумя нитями, а матрица R2 – пересечению
между второй парой нитей

представлению по построению, элемент B[1, 1] описывает амплитуду вероятности
аннигиляции, а B[1, 2] – не аннигиляции вспомогательной пары энионов.

Для построения матрицы B нужно описать R-матрицы, возникающие в такой ко-
се. Они описываются с использованием переменной q, которая строится из уровня k
теории Черна –Саймонса и квантовых чисел [n]q, которые являются функциями q:

q = e
2πi
k+2 , [n]q =

qn − q−n

q − q−1
. (4)

Также важно отметить, что физическая теория Черна –Саймонса соответствует це-
лым значениям k. Более того, как обсуждалось в работе [6], k � 6. С помощью
методов, описанных в [9,12,13], можно построить матрицу R2

2, возникающую в косе,
представленной на рис. 3:

R2
2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
q2[6]q
[2]q[3]q

√
[4]q
[2]q

q4 − q−2

[3]q√
[4]q
[2]q

q4 − q−2

[3]q

[6]q
[2]q[3]q

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (5)

Это означает, что амплитуда вероятности получения тривиального или симметриче-
ского представления в произведении двух нитей в конце процесса, и соответственно,
амплитуда вероятности энионов аннигиляции или не аннигиляции равна

A∅ =
q2[6]q
[2]q[3]q

,

A2 =

√
[4]q
[2]q

q4 − q−2

[3]q
.

(6)

Если подставить в эти выражения q = eiϕ, они превратятся в

A∅ =
sin 6ϕ sinϕ

sin 2ϕ sin 3ϕ
e2iϕ,

A2 =
√
2 cos 2ϕ 2eiϕ sinϕ =

√
4 cos 2ϕ(1− cos 2ϕ)eiϕ.

(7)

На рис. 4 приведены графики вероятности того, что пара энионов находится в том
или ином представлении.

При k = 10, ϕ = 2π/(k + 2) = π/6 вероятность того, что вспомогательная пара
энионов не аннигилирует, равна 1, если измеряемая коса находится в симметриче-
ском представлении. Это оптимальное значение параметров теории для измерения
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Рис. 4. Вероятности того, что пара вспомогательных энионов находится в симмет-
рическом или тривиальном представлении в зависимости от значения ϕ. Черная
кривая описывает вероятность измерения тривиального представления, серая кри-
вая – симметрического представления

представления или топологического заряда. В этой точке вспомогательные энионы
аннигилируют, только если измеряемое представление тривиально, и не аннигили-
руют, если это представление симметрическое. Для других значений параметров
представление по-прежнему можно измерить, потому что измеряемое представле-
ние не изменяется при измерении, и соответственно, мы можем сделать столько
измерений, сколько нам нужно, но для k = 10 эта процедура оказывается самой
простой.

§ 4. Измерение с помощью нескольких сплетений

Мы можем модифицировать алгоритм измерения так, чтобы он лучше работал
для других значений параметра k. Для этого вместо одного сплетения вспомогатель-
ного эниона с изучаемой косой можно оплести его несколько раз, и только потом
попытаться аннигилировать его со вторым вспомогательным энионом, как показано
на рис. 5. Если представление μ, в котором находится измеряемая нить, тривиально,
то взаимодействие между этой нитью и измеряющим энионом по-прежнему отсут-
ствует. Это означает, что для любого числа сплетений вероятность аннигиляции
в конце петли равна 1.

Если измеряемое представление – симметрическое, то 2b сплетений описываются
степенью b матрицы (5). Матричный элемент, соответствующий не аннигиляции,
равен

A2 =

√
[4]q
[2]q

qb(q3b − q−3b)

[3]q
. (8)

Если подставить значение q = eiϕ в эту формулу, получим следующее:

A2 =
√
8 cos 2ϕ

eibϕ sinϕ sin 3bϕ

sin 3ϕ
(9)
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Рис. 5. Модифицированная процедура измерения с несколькими сплетениями одного
из вспомогательных энионов с измеряемой косой. На рисунке изображен случай
с 2b = 6 сплетениями

Вероятность не аннигиляции максимальна как функция b при

3bϕ =
π

2
+ πn. (10)

Так как мы хотим, чтобы и b, и k были целыми, существует две серии значений k,
удовлетворяющих этому соотношению:⎡⎢⎢⎣

6bπ

k + 2
=

π

2
=⇒ k = 12b− 2,

6bπ

k + 2
=

3π

2
=⇒ k = 4b− 2.

(11)

Все остальные серии, возникающие из формулы (10), являются подмножеством этих
двух серий. Более того, первая из этих серий также является подмножеством второй.
По этой причине мы будем рассматривать только вторую серию решений k = 4b−2.
Теперь найдем вероятность не аннигиляции вспомогательных энионов для этой се-
рии. После подстановки значений k и ϕ = π/2b в (9) получим

P2 = |A2|2 = 8 cosπ/b

(
sinπ/2b sin 3π/2

sin 3π/2b

)2

=

= 8 cosπ/b
1

(cosπ/b+ 2 cos2(π/2b))
2 = 8 cosπ/b

1

(2 cosπ/b+ 1)2
. (12)

Существует два значения b, для которых эта вероятность равна нулю, а именно
b = 1 и 2; также для b = 3, k = 10 эта вероятность равна 1. После этого производная
вероятности отрицательна, а значит, эта вероятность монотонно убывает. Но предел
вероятности при b → ∞ равен 8/9 ≈ 0,89. Таким образом, при k = 4b − 2, b � 3
вероятность того, что вспомогательные энионы не будут аннигилировать, выше чем
8/9 ≈ 0,89. Это означает, что мы можем отличить тривиальное представление от
симметрического в измеряемой косе с вероятностью почти 90%. Эту вероятность
также можно увеличить с помощью дополнительных измерений.
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§ 5. Заключение

В данной статье мы обсудили возможность измерения топологического заряда
нескольких энионов, которые летят вместе. Основная идея состоит в том, что из-за
топологических свойств энионов топологический заряд, связанный с квантовыми
состояниями топологического квантового компьютера, может быть измерен, не из-
меняя само состояние. Мы показали, что наилучшая теория для таких измерений –
это SU(2)-теория Черна –Саймонса уровня k = 10. Мы также предложили модифи-
кацию алгоритма измерения, которая упрощает измерение топологического заряда
для теорий с уровнем k = 4b− 2.

Также возможно рассмотреть и более сложные конфигурации для измерения.
Вспомогательные энионы могут быть запутаны с измеряемой косой, в том числе
с включением пересечений траекторий вспомогательных энионов, что потенциаль-
но может сделать процедуру измерения еще более эффективной. Также возможно
использовать вспомогательные энионы в старших представлениях. Возможно, рас-
смотрение таких энионов потребуется, если мы хотим различать больше представ-
лений в измеряемой косе и делать это эффективно с помощью малого числа изме-
рений. Наконец, интересно обобщить этот подход на случай группы SU(N). Как
нам кажется, это можно сделать напрямую с использованием методов, описанных
в [9, 12–15].

Алгоритм измерения может быть применен к квантовым алгоритмам, особен-
но при рассмотрении квантовых компьютеров, основанных на измерениях или при
желании ввести непрямые измерения в квантовые алгоритмы.

Автор благодарен С. Миронову и А. Пополитову за плодотворные обсуждения.
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ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ
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ЭЛЕМЕНТАРНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СПРАВЕДЛИВОГО ДЕЛЕНИЯ

Предлагается новый и сравнительно элементарный подход для решения за-
дачи справедливого деления непрерывного ресурса (измеримого пространства,
пирога и т.п.) между несколькими участниками, критерии выбора которых опи-
сываются зарядами (мерами со знаком). Постановка задачи с зарядами рассмат-
ривается впервые. Задача сводится к анализу свойств траекторий специально
построенной динамической системы, действующей на пространстве конечных
измеримых разбиений. Доказана экспоненциально быстрая сходимость к пре-
дельному решению как для случая мер, так и для случая зарядов.

Ключевые слова: справедливое деление, математическая экономика, многокри-
териальная оптимизация, счетно-аддитивные меры/заряды, динамические си-
стемы.

DOI: 10.31857/S0555292324010066, EDN: KJGZYI

§ 1. Введение

Проблемы, связанные с “оптимальным” делением ресурсов при заданной системе
ограничений, являются одними из самых базовых задач математической экономики.
Принципиальная их сложность определяется большим количеством (как правило)
конфликтующих критериев “оптимальности” деления. Простейшим примером здесь
является вопрос о делении сильно неоднородного пирога (клада, квартиры и т.п.)
между несколькими участниками, оценки которых получаемых ими частей могут
принципиально отличаться между собой.

Таким образом, задача справедливого деления относится к классу задач много-
критериальной оптимизации, однако эта задача имеет несколько важных особен-
ностей. Главная из них состоит в том, что вместо поиска “оптимального” (в том
или ином смысле) решения (которое может и не существовать) предлагается поиск
допустимого решения. Последняя постановка в большинстве случаев оказывается
значительно проще. В некотором смысле этот подход является далеким обобщением
поиска базовой точки (одной из вершин симплекса) в классической задаче линейного
программирования.

Задача справедливого деления в простейшем случае формулируется следующим
образом. Пусть нам нужно поделить пирог на r человек так, чтобы каждый счи-
тал, что его не обделили. При этом пирог сильно неоднороден, а у каждого из
участников имеются собственные критерии сравнения различных кусков пирога.
Например, кому-то больше нравится кусок с клубникой, а кто-то замечает, что ле-
вая сторона пирога слегка подгорела, и т.п. Возникает вопрос, всегда ли можно
это сделать? Несмотря на кажущуюся “школьность”, эта задача оказывается очень
сложной, и в различных постановках ей посвящено огромное количество публикаций
(обзоры известных результатов можно найти, например, в [1–4]).
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Первые строгие математические результаты для случая, когда критерии участ-
ников определяются неатомарными счетно-аддитивными мерами, были получены
в 1961 г. Дубинсом и Спаньером [5], которые, опираясь на результаты Ляпунова [6]
и Халмоша [7] о свойстве выпуклости для векторных мер, доказали, что для любо-
го набора критериев участников дележа (представляемых неатомарными мерами)
пирог можно разрезать “честно”. В 1980 году У. Стромквист [8] доказал, что это
можно сделать ровно за r − 1 разрезов. Однако это доказательство (как, впрочем,
и результат [5]) не конструктивно, и явный алгоритм подобного деления известен
только при r < 4. Существенно позже, в 1999 году, Ф.Е. Су [9] разработал прин-
ципиально другой комбинаторно-топологический подход для решения этой задачи,
основанный на итерационном экспоненциально быстро сходящемся алгоритме.

Поскольку нас будет интересовать подход к задаче справедливого деления с точ-
ки зрения абстрактной теории меры, то мы не рассматриваем многочисленные важ-
ные и интересные геометрические аспекты этой задачи, такие как представление
ресурса как подмножества евклидова пространства, возможности разбиения гипер-
плоскостями или ограничение разбиений только на связные множества. Читатель
может найти ссылки на соответствующие результаты в указанных выше обзорах.

До недавнего времени считалось, что конечного алгоритма решения задачи спра-
ведливого деления (при некоторых “естественных” технических предположениях1)
не существует (см., например, [10]). Однако в 2016 году Х. Азиз и С. Маккензи [11]
предложили конечный алгоритм. Этот алгоритм технически весьма сложен, а оцен-

ка rr
rr

rr

необходимого для конструкции решения числа шагов астрономически ве-
лика даже при небольшом числе участников.

В реальной жизни критерии участников, естественно, могут оказаться гораздо
более сложными и не сводящимися к классическим мерам. Полного исследования
функционалов, допускающих решение задачи справедливого деления, на сегодняш-
ний день нет. Единственное продвижение здесь относится к ситуации, когда выби-
раются не “лучшие”, а худшие части. Формально в терминах мер это означает, что
соответствующий критерий равен некоторой мере со знаком минус. Версия конечно-
го алгоритма Азиза –Маккензи для этого случая предложена в [12]. Как ни стран-
но, комбинация этих вариантов – ситуация, когда критерии описываются зарядами
(мерами со знаком), – в математической литературе не исследована2. Возможное
объяснение состоит в том, что авторам не удалось согласовать в одном алгорит-
ме противоречия, возникающие в подходах с положительными и отрицательными
мерами.

В настоящей статье предлагается достаточно простой экспоненциально быстро
сходящийся алгоритм решения задачи справедливого деления для случая, когда
критерии участников описываются неатомарными счетно-аддитивными зарядами.

В силу неатомарности рассматриваемых функционалов различные части изме-
римого пространства в целом (одновременно для всех участников) выглядят од-
нородными. Поэтому, на первый взгляд, наше решение выглядит несколько пара-
доксально. Его идея состоит в последовательном выделении дизъюнктных частей
пространства, на каждой из которых удается предъявить точное решение. Суммар-
ная мера остатка оказывается экспоненциально малой (относительно номера шага
процесса деления), что гарантирует экспоненциально быструю сходимость процесса.

Статья организована следующим образом. В § 2 приводится формальная мате-
матическая постановка задачи, после чего приводятся факты, на которых основан
приведенный алгоритм, а также демонстрируются основные идеи его построения на
случаях с малым количеством участников. В последних двух параграфах описы-

1 Ресурс представлен единичным отрезком, а элементы разбиения являются интервалами.
2 Как указал нам рецензент, частный пример для трех участников рассматривался в работе [13].
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вается алгоритм построения сильного решения для мер и его обобщение на случай
зарядов.

§ 2. Постановка задачи. Сильное и слабое решения

Пусть (M,Σ) – измеримое пространство, т.е. пара, состоящая из множества M
и σ-алгебры его измеримых подмножеств Σ. Зафиксируем натуральное число r,
набор {μi}ri=1 функционалов μi : Σ → R и измеримое разбиение F := {Fi}ri=1 мно-
жества M .

О п р е д е л е н и е 1. В задаче о справедливом делении назовем разбиение F
• слабым решением, если

μi(Fi) � 1

r

r∑
j=1

μi(Fj)

для любого i;
• сильным решением, если

μi(Fi) � μi(Fj)

для любых i, j.
Слабое решение задачи соответствует случаю, когда i-й участник относительно

функционала μi получил в среднем не меньше, чем остальные. Сильное решение
соответствует случаю, когда каждый считает, что остальные участники получили
не больше, чем он сам.

Отметим, что в литературе по экономике слабое решение часто называют тер-
мином “proportional”, а сильное решение – термином “envy-free”. В математическом
контексте наша терминология (впервые предложенная М. Бланком в [14]) представ-
ляется более удобной и адекватной. Идейно эта терминология восходит к классиче-
ским понятиям слабых и сильных решений в теории дифференциальных уравнений.

Л емма 1. Пусть M – класс функционалов, для которого задача о справедли-
вом делении имеет решение. Тогда для любого r и любого μ ∈ M существует такое
разбиение M на r измеримых подмножеств {Fi}ri=1, что μ(Fi) = μ(Fj) ∀i, j.

Док а з а т е л ь с т в о. Для существования любого из вышеперечисленных реше-
ний задачи о справедливом делении необходимым требованием является наличие
соответствующего решения для случая, когда все функционалы μi совпадают и рав-
ны μ. В этом случае условия слабого и сильного решения выглядят следующим
образом:

• μ(Fi) � 1

r

r∑
j=1

μ(Fj) ∀i;

• μ(Fi) � μ(Fj) ∀i, j.
Из каждого из этих условий следует, что μ(Fi) = μ(Fj) для любых i, j. Таким

образом, найдется измеримое разбиение множества M на r частей Fi, равных отно-
сительно функционала μ. �

Важным вопросом является достаточность этого условия при разных типах по-
становки задачи. Полный ответ на этот вопрос остается открытым, но следующая
теорема дает наиболее полное на сегодняшний день его решение.

Т е о р ем а 1. Для любых неатомарных счетно-аддитивных зарядов {ψi}ri=1
имеется явный конструктивный алгоритм построения сильного решения задачи
о справедливом делении.
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Доказательством этого результата является предлагаемая ниже элементарная
конструкция построения сильного решения для случая неатомарных счетно-адди-
тивных зарядов.

§ 3. Технические средства

Основным утверждением, которое мы будем использовать при построении реше-
ния для зарядов, является разложение Хана –Жордана заряда ψ на множестве M ,
согласно которому имеется такое измеримое разбиение M = A+ ∪ A−, что:
• ψ(a) � 0 для любого множества a ⊂ A+;
• ψ(b) � 0 для любого множества b ⊂ A−.

Иначе говоря, ψ = μ+ − μ−, где μ± – счетно-аддитивные меры, являющиеся огра-
ничениями заряда ψ на множества A± соответственно.

О пр е д е л е н и е 2. Заряд ψ назовем неатомарным, если соответствующие ему
меры μ+ и μ− являются неатомарными.

Также в дальнейшем нам понадобится следующее важное утверждение, доказан-
ное А.А. Ляпуновым для случая векторных мер (см. [6, 7]).

Т е о р ем а 2. Для любой счетно-аддитивной неатомарной меры μ на (M,Σ)
множество значений меры μ на σ-алгебре Σ выпукло.

Сл е д с т в и е 1. Для любой счетно-аддитивной неатомарной меры μ на (M,Σ),
любого измеримого множества A ⊂ M и любого числа δ ∈ [0, μ(A)] найдется из-
меримое подмножество B ⊆ A с μ(B) = δ.

Последнее утверждение (на которое иногда ссылаются как на теорему В. Серпин-
ского, 1922 г.) говорит о существовании множества любой заданной меры. В рамках
рассматриваемого подхода мы предполагаем, что такое подмножество может быть
предъявлено явно.

§ 4. Сильное решение для случая r ∈ {2, 3} мер

Опр е д е л е н и е 3. Для разбиения F = {Fi}ri=1 будем говорить, что множе-
ство A сопоставляется j-му участнику, если Fj = A.

Начнем с построения сильного решения задачи для неатомарных счетно-аддитив-
ных мер в простейшей ситуации двух участников процесса деления, r = 2 (алгоритм
“Cut and choose”).

По следствию 1 в M имеется подмножество A1 половинной μ1-меры. Тогда при
A2 := M \A1 выполняется

μ1(A2) = μ1(M \A1) = μ1(M)− 1

2
μ1(M) =

1

2
μ1(M).

Получаем разбиение M на две части, равные по мере μ1. Тогда, если второму
участнику сопоставить большую (либо равную) относительно меры μ2 часть (обо-
значенную через A2), а оставшуюся часть (обозначенную через A1) сопоставить пер-
вому, то получим сильное решение нашей задачи. Действительно,

μ1(A1) = μ1(A2) =⇒ μ1(A1) � μ1(A2),

μ2(A2) � μ2(A1).

На первый взгляд кажется, что эта схема последовательного “деления пополам”
легко продолжается и на большее число участников, скажем, r = 3. Точнее, первый
участник делит M на r равных с его точки зрения частей, а остальные участники
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упорядочивают это разбиение каждый в соответствии со своей мерой. Далее, все
“спорные” элементы разбиения делятся между парами претендующих на них участ-
ников. Фактически к этому алгоритму сводится целый ряд публикаций, популяри-
зирующих задачу справедливого деления. Алгоритм деления конечен и предельно
прост, однако его детальный анализ показывает, что в результате будет получено
только слабое решение, поскольку может оказаться, что участник, не участвующий
в каком то из “делений пополам”, получит долю строго меньшую, чем один из других
участников (см., например, [10]).

В дальнейшем нам понадобится следующее техническое утверждение3.

Л емма 2. Пусть μ – счетно-аддитивный функционал, M =
∞⊔
i=1

Hi, и на каж-

дом множестве Hi есть сильное решение Fi = {Fj,i}nj=1. Тогда разбиение F =

= {Fj}nj=1 является сильным решением на M , где Fj =
∞⊔
i=1

Fj,i.

Док а з а т е л ь с т в о. Во-первых, F действительно является разбиением M :
n⊔

j=1

Fj =

n⊔
j=1

∞⊔
i=1

Fj,i =

∞⊔
i=1

n⊔
j=1

Fj,i =

∞⊔
i=1

Hi = M.

Во-вторых, так как μj(Fj,i) � μj(Fk,i) ∀i, j, k, то

μj(Fj) = μj

( ∞⊔
i=1

Fj,i

)
=

∞∑
i=1

μj(Fj,i) �
∞∑
i=1

μj(Fk,i) = μj

( ∞⊔
i=1

Fk,i

)
= μj(Fk).

Значит, F является сильным решением. �
Используя этот результат, разберем построение сильного решения для случая

r = 3.
Аналогично случаю r = 2 разделим сначала M на r = 3 равных по мере μ1 части

A1, A2 и A3. Для этого по следствию 1 мы можем выбрать в M такое подмноже-
ство A1, что μ1(A1) =

1

3
μ1(M), а так как

μ1(M \A1) = μ1(M)− 1

3
μ1(M) =

2

3
μ1(M),

то найдется такое A2 ⊂ M \A1, что μ1(A2) =
1

3
μ1(M).

Полагая A3 := M \ (A1 ∪ A2), получаем

μ1(A3) = μ1(M \ (A1 ∪ A2)) = μ1(M \A1)− μ1(A2) =

=
2

3
μ1(M)− 1

3
μ1(M) =

1

3
μ1(M).

Упорядочим эти множества относительно второй меры. Без ограничения общно-
сти положим μ2(A1) � μ2(A2) � μ2(A3). Так как μ2(A1) � μ2(A2), то найдется такое
A′ ⊂ A1, что μ2(A

′) = μ2(A2). Поэтому

μ1(A
′) � μ1(A1) = μ1(A2) = μ1(A3).

Мы хотим разделить множества A′, A2 и A3 между участниками. Сопоставим
третьему участнику наибольшее относительно его меры из этих множеств. Если

3 Здесь и далее
⊔

обозначает объединение непересекающихся множеств.
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это A′, то тогда, сопоставив первому A3, а второму A2, получим сильное решение
на M ′ := A′ ∪ A2 ∪ A3. Действительно,

μ1(A
′) � μ1(A2) = μ1(A3),

μ2(A
′) = μ2(A2) � μ2(A3).

Если μ3(A2) – наибольшее, то эти неравенства доказывают, что если сопоставить
первому участнику A3, а второму A′, то полученное разбиение окажется сильным
решением.

Наконец, если μ3(A3) – наибольшее, то для получения сильного решения надо
сопоставить A2 первому участнику, а A′ – второму.

Далее, будем искать сильное решение на оставшейся части M1 = M \ M ′. Так
как M ′ = A′ ∪ A2 ∪A3, то M1 ⊂ A1, а значит,

μ1(M1) � μ1(A1) =
1

3
μ1(M).

Заметим, что нумерация мер была абсолютно произвольной, а значит, наш алгоритм
позволяет за один шаг уменьшить любую из мер {μi} оставшейся части более чем
в 3 раза. Получается, что любая из этих мер остатка экспоненциально убывает.
Поэтому в пределе мы получим разбиение M на счетное число частей, на которых
есть сильное решение, а в остатке получится множество M∞, нулевое по каждой
мере (каждое разбиение M∞ – сильное решение). Значит, по лемме 2 мы получаем
сильное решение на M .

О п р е д е л е н и е 4. Последовательность множеств {An} назовем сходящейся, ес-
ли верхний предел последовательности

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

совпадает с нижним
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Строгое описание построения последовательности множеств, сходящейся к силь-
ному решению, будет дано при описании алгоритма построения решения для общего
случая r � 3 участников.

Приведенный выше элементарный алгоритм построения сильного решения для
случая r = 3 не удается обобщить для большего числа участников. В первую оче-
редь дело в том, что в процессе перераспределения частей Ai между собой может
возникать зацикливание. Поэтому, оставляя в силе индукционную схему процесса
деления, мы предлагаем иную, несколько более сложную конструкцию (см. следу-
ющий параграф).

Также стоит заметить, что даже если мы умеем решать задачу для мер, остается
еще важная ситуация, когда функционалы являются зарядами. Обсудим возмож-
ные подходы к решению этой задачи. Начнем с ситуации, когда рассматриваемые
заряды строго отрицательны, т.е. взятые с обратным знаком {−μi} являются счетно-
аддитивными мерами.

На первый взгляд кажется, что если эти меры являются вероятностными4, то
рассматриваемая постановка сводится к предыдущей заменой {μi} на набор поло-

4 Мера μ на (M,Σ) называется вероятностной, если μ(M) = 1.
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жительных функционалов {1− μi}. Однако функционалы 1− μi не аддитивны, что
означает, что они не являются мерами.

Действительно, если бы функционал ϕ = 1− μ был бы аддитивен, то

ϕ(A �B) = ϕ(A) + ϕ(B) = (1− μ(A)) + (1− μ(B)) = 2− μ(A)− μ(B),

ϕ(A �B) = 1− μ(A �B) = 1− μ(A) − μ(B).

Приходим к противоречию:

2− μ(A) − μ(B) = 1− μ(A)− μ(B).

Поэтому даже для случая строго отрицательных зарядов необходима специаль-
ная конструкция процесса построения сильного решения, которая будет описана
в § 6.

§ 5. Построение сильного решения для случая r > 3 мер

Частным случаем теоремы 1 является ситуация, когда функционалы {μi}ri=1 яв-
ляются мерами. Ниже мы сформулируем и докажем это утверждение.

Т е о р ем а 3. Для любых неатомарных счетно-аддитивных мер {μi}ri=1 име-
ется явный конструктивный алгоритм построения сильного решения задачи о
справедливом делении.

Опр е д е л е н и е 5. Для дизъюнктного5 набора множеств {Ai}ri=1 предпочтени-
ем k-го участника6 назовем такой индекс j, что μk(Aj) � μk(Ai) для любого i.

Л емма 3. Для заданного набора мер {μi}ri=1 и любого индекса k из произволь-
ного измеримого множества S ⊂ Σ можно выделить его подмножество H ⊂ S
“большой” меры

μk(H) � 1

2r−1
μk(S),

на котором существует сильное решение задачи о справедливом делении.
Док а з а т е л ь с т в о. Для удобства перенумеруем меры {μi} так, чтобы мера μk

имела индекс 1.
На первом шаге разделим S на 2r−1 частей A1

1, . . . , A
1
2r−1 равных по мере μ1. Для

этого мы последовательно будем рассматривать в S подмножества A1
i . Во-первых,

по следствию 1 существует такое множество A1
1, что

μ1(A
1
1) =

1

2r−1
μ1(S).

Далее, на t-м шаге в S \
t−1⋃
i=1

A1
i найдется такое подмножество A1

i , что

μ1(A
1
t ) =

1

2r−1
μ1(S),

так как

μ1

(
S \

t⋃
i=1

A1
i

)
=

2r−1 − t

2r−1
μ1(S).

5 Множества {Ai} называются дизъюнктными, если они попарно не пересекаются.
6 Как нам указал рецензент, похожая конструкция предпочтений была описана в работе [15], где

было проанализировано несколько примеров для 3 и 4 участников.
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Заметим, что за 2r−1 − 1 шагов мы получим искомое разбиение, так как если

A2r−1 = S \
2r−1−1⋃

i=1

A1
i ,

то

μ1

(
S \

2r−1−1⋃
i=1

A1
i

)
=

2r−1 − (2r−1 − 1)

2r−1
μ1(S) =

1

2r−1
μ1(S).

Обозначим полученные на t-м шаге множества через At
1, . . . , A

t
2r−1 . Каждый наш

следующий шаг (на котором мы будем выделять некоторые предпочтения участни-
ков) будет состоять в изменении текущего набора множеств. Пусть Kt

i – набор выде-
ленных предпочтений i-го участника на t-м шаге. На первом шагеK1

1 = {1, . . . , 2r−1}
(все A1

i являются его предпочтениями), а остальные K1
i оставим пустыми.

Далее на t-м шаге мы делаем следующее.
Упорядочим все множества At−1

1 , . . . , At−1
2r−1 по мере μt и рассмотрим 2r−t наи-

больших среди них:

μ1

(
At−1

k1

)
� μ1

(
At−1

k2

)
� . . . � μ1

(
At−1

k2r−t

)
.

Тогда в каждом множестве At−1
ki

найдется подмножество

A′
ki

⊂ At−1
ki

: μt

(
A′

ki

)
= μt

(
At−1

k2r−t

)
.

Новый набор At
i – это набор At−1

i , в котором элементы At−1
ki

заменены на A′
ki
.

Набор новых выделенных предпочтений Kt
i таков, что Kt

t = {k1, . . . , k2r−t}, а Kt
i =

= Kt−1
i \Kt

t при i 	= t (в частности, Kt
i = ∅ при i > t).

Проверим индукцией по t, что на каждом шаге выполняются следующие свой-
ства:
1. Множества Kt

i дизъюнктные;
2. |Kt

j | � 2r−t при j � t;
3. Для любого j и k ∈ Kt

j верно, что At
k – предпочтение j-го участника.

Проверим базу индукции:
1. K1

1 = {1, . . . , 2r−1}, а остальные K1
i пустые, что означает, что они дизъюнктны;

2. Для j = 1 имеем |K1
j | = |K1

1 | = 2r−1;
3. При j = 1 для любого k верно, что A1

k – предпочтение 1-го участника по постро-
ению. При j 	= 1 имеем K1

j = ∅.
Доказательство шага индукции:

1. При j > t множества Kt
j пустые, а значит, с ними никто пересекаться не может.

При s, k < t множества Kt
s = Kt−1

s \ Kt
t и Kt

k = Kt−1
k \ Kt

t не пересекаются,
так как Kt−1

s и Kt−1
k не пересекались по предположению индукции. Для j = t

и s < t множества Kt
t и Kt

s = Kt−1
s \Kt

t не пересекаются. Это означает, что Kt
i

не пересекаются.
2. |Kt

t | � 2r−t, так как |Kt
t | = 2r−t, а для j � t− 1

|Kt
j | = |Kt−1

j \Kt
t | � |Kt−1

j | − |Kt
t | � 2r−(t−1) − 2r−t = 2r−t

(по предположению индукции |Kt−1
j | � 2r−(t−1) при j � t− 1).
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3. Для любого j � t− 1 имеем Kt
j = Kt−1

j \Kt
t . По предположению индукции At−1

i

с индексами, лежащими в Kt−1
j , были предпочтениями j-го участника. Далее,

t-й шаг состоит в изменении множеств с индексами, лежащими в Kt
t , каждое из

них заменяется на некоторое подмножество, а значит, его мера μj уменьшается.
Получается, что множества с индексами из Kt

j = Kt−1
j \Kt

t остались предпочте-
ниями j-го участника. Для k ∈ Kt

t имеем μt(A
t
k) = μt(A

t−1
k2r−1

), а значит, так как
μt(A

t−1
k2r−1

) по построению – наибольшее из значений μt(A
t
i), то At

k – предпочтение
j-го участника.
В итоге на r-м шаге |Kr

i | � 2r−r = 1 для любого i, и следовательно, у каждого
участника будет ровно по одному предпочтению, которые не совпадают между собой
из-за дизъюнктности {Kr

i }. Сопоставим i-му участнику его предпочтение Fi.
При этом первому сопоставлено такое множество F1, что

μ1(F1) =
1

2r−1
μ1(S),

так как по построению мы убираем из выделенных предпочтений первого участника
те, что мы изменили.

Это означает, что множество H =
r⊔

i=1

Fi является искомым, так как

μ1(H) � μ1(F1) =
1

2r−1
μ1(S),

а также μi(Fi) � μi(Fj) для любых i и j, так как Fi – предпочтение i-го участника. �
Опр е д е л е н и е 6. Полученное в лемме 3 множество H будем называть μk-удо-

влетворяющим подмножеством S.

Построим новую последовательность множеств {Hi} по следующим правилам:

• H1 – μ1-удовлетворяющее подмножество M = M0;
• Если k mod r 	= 0, то t = k mod r, в противном случае t = r;

• Hk – μt-удовлетворяющее подмножество M \
k−1⋃
i=1

Hi;

• Ms = M \
sr⋃
i=1

Hi.

Определим также усредненную меру

μ(A) =
1

r

r∑
i=1

μi(A).

Иначе говоря, мы по очереди для каждой меры выделяем множества, которые

не меньше 1/2r−1 очередной меры остатка M \
k−1⋃
i=1

Hi. Действительно,

μt(Hk) � 2−(r−1)μt

(
M \

k−1⋃
i=1

Hi

)
.

Лемма 4. Справедливо неравенство

μ(Ms) � 2r−1 − 1

2r−1
μ(Ms−1).
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Док а з а т е л ь с т в о. Для любого j имеем

μj

(
sr⋃

i=(s−1)r+1

Hi

)
= μj

(
H(s−1)r+j

)
+ μj

(
sr⋃

i=(s−1)r+1

Hi \H(s−1)r+j

)
�

� 2−(r−1)μj

(
M \

(s−1)r+j−1⋃
i=1

Hi

)
+ μj

(
sr⋃

i=(s−1)r+1

Hi \H(s−1)r+j

)
�

� 2−(r−1)

(
μj

(
Ms−1 \

(s−1)r+j−1⋃
i=(s−1)r+1

Hi

)
+ μj

(
sr⋃

i=(s−1)r+1

Hi \H(s−1)r+j

))
�

� 2−(r−1)μj

((
Ms−1 \

(s−1)r+j−1⋃
i=(s−1)r+1

Hi

)
∪
(

sr⋃
i=(s−1)r+1

Hi \H(s−1)r+j

))
=

= 2−(r−1)μj

(
Ms−1 ∪

(
sr⋃

i=(s−1)r+j+1

Hi

))
� 2−(r−1)μj(Ms−1).

Следовательно,

μj(Ms) = μj

(
Ms−1 \

sr⋃
i=(s−1)r+1

Hi

)
= μj(Ms−1)− μj

(
sr⋃

i=(s−1)r+1

Hi

)
�

� 2r−1 − 1

2r−1
μj(Ms−1).

Таким образом,

r∑
j=1

μj(Ms) � 2r−1 − 1

2r−1

r∑
j=1

μj(Ms−1).

Окончательно получаем

μ(Ms) � 2r−1 − 1

2r−1
μ(Ms−1). �

Сл е д с т в и е 2. Справедливо неравенство

μ(Ms) �
(
2r−1 − 1

2r−1

)s

μ(M).

Сл е д с т в и е 3. Пусть

M∞ = M \
∞⋃
i=1

Hi,

тогда μj(M∞) = 0 для любого j.

Док а з а т е л ь с т в о. Устремим в следствии 2 параметр s к бесконечности. По-
скольку

2r−1 − 1

2r−1
< 1,
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то μ(M∞) � 0, а из неотрицательности меры μ следует, что μ(M∞) = 0. Так как

μ(M∞) =

n∑
j=1

μj(M∞),

то получаем требуемое утверждение. �
Таким образом, мы представили M в следующем виде: M =

∞⊔
i=0

Hi, где на каж-

дом Hi имеется сильное решение Fi = {Fj,i}nj=1. (На M∞ есть сильное решение, при
котором первой мере сопоставлено M∞, а остальным – пустое множество, поэтому
будем считать, что M∞ = H0.) Это означает, что по лемме 2 существует сильное
решение на M .

Для каждой меры μj рассмотрим последовательность множеств

Nj,k =
kr⊔
i=0

Fj,i.

Лемма 5. Последовательность множеств Nj,k сходится по k, причем предел
последовательности Nj,k равен

∞⋃
k=1

Nj,k =: N∞
j .

Док а з а т е л ь с т в о. Так как Nj,k ⊂ Nj,k+1, то

∞⋃
k=n

Nj,k =
∞⋃
k=1

Nj,k = N∞
j .

Это означает, что верхний предел Nj,k удовлетворяет соотношению
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Nj,k =

∞⋂
n=1

N∞
j = N∞

j .

С другой стороны,
∞⋂

k=n

Nj,k = Nj,n.

Следовательно, нижний предел
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Nj,k =

∞⋃
n=1

Nj,n = N∞
j ,

что и требовалось доказать. �
Лемма 6. {N∞

j }rj=1 – сильное решение на M .

Док а з а т е л ь с т в о. Поскольку множества Fj,i не пересекаются при разных j,
то N∞

j ∩N∞
l = ∅ при j 	= l.

С другой стороны,

r⋃
j=1

N∞
j =

r⋃
j=1

∞⋃
k=1

Nj,k =

r⋃
j=1

∞⋃
k=1

kr⊔
i=0

Fj,i =

r⋃
j=1

∞⋃
i=0

Fj,i =

∞⋃
i=0

Hi = M.
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Поэтому M =
r⊔

j=1

N∞
j .

Так как по лемме 2 выполняется

N∞
j =

∞⋃
k=1

Nj,k,

то μj(N
∞
j ) � μj(N

∞
l ) при всех j, l, что завершает доказательство. �

§ 6. Построение сильного решения для зарядов

Перейдем к случаю неатомарных счетно-аддитивных зарядов {ψi}ri=1.
Для каждого заряда ψi рассмотрим соответствующие ему множества A+

i и A−
i из

разложения Хана –Жордана. Тогда пересечения наборов множеств {A+
i , A

−
i } разби-

вают все множество M на 2r частей, ограничение ψi на каждой из которых является
либо мерой, либо минус мерой.

Поэтому по лемме 2 нам достаточно научиться решать задачу на каждой из
этих 2r частей. Согласно предыдущему параграфу задача уже решена для тех ча-
стей, где все ограничения на нее зарядов положительны.

Обозначим полученные части через X1, . . . , X2r и рассмотрим одну из этих ча-
стей, которую мы для простоты обозначим через X .

О п р е д е л е н и е 7. Обозначим через I+ (I−) множество индексов i, для которых
ограничение заряда ψi на X является мерой (минус мерой).

Возможны два случая: I+ 	= ∅ и I+ = ∅. Рассмотрим сначала первый из них.
Л емма 7. Если I+ 	= ∅, то на X есть сильное решение.
Док а з а т е л ь с т в о. По теореме 3 на множестве X существует сильное решение

F+ := {Fi}i∈I+ для мер {ψi}i∈I+ . Дополним набор F+ до набора F := {Fi}ri=1

множествами Fi = ∅ для i ∈ I−.
Тогда для i ∈ I− и любого j выполнено

ψi(Fi) = ψi(∅) = 0 � ψi(Fj),

так как на рассматриваемом множестве i-я мера со знаком отрицательна.
Если i ∈ I+ и j ∈ I+, то ψi(Fi) � ψi(Fj), так как F+ – сильное решение для

положительных мер. Если же i ∈ I+ и j ∈ I−, то

ψi(Fi) � 0 = ψi(∅) = ψi(Fj). �

Осталось построить сильное решение на множестве, ограничение любого рассмат-
риваемого заряда на которое является минус мерой. Для этого надо заметить, что
задача поиска сильного решения для минус мер равносильна поиску следующего
разбиения.

О пр е д е л е н и е 8. В задаче о справедливом делении с набором мер {μi}ri=1 раз-
биение F назовем джентльменским решением, если

μi(Fi) � μi(Fj)

для любых i, j.
Отметим, что поскольку выполнен переход к минус мере, то знак неравенства

изменен на противоположный по сравнению с определением 1.
В литературе по экономике эту постановку часто называют “chore division”. Не-

трудно понять, что с точки зрения решения задачи о справедливом делении с набо-
ром строго отрицательных зарядов {ψi = −μi}ri=1 эти две постановки эквивалентны.
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Аналогично лемме 2 доказывается следующий ее вариант.

Л емма 8. Пусть μ – счетно-аддитивный функционал, M =
∞⊔
i=1

Hi и на каж-

дом множестве Hi есть джентльменское решение Fi = {Fj,i}nj=1. Тогда разбиение

F = {Fj}nj=1, где Fj =
∞⊔
i=1

Fj,i, является сильным решением на M .

Док а з а т е л ь с т в о. Так как μj(Fj,i) � μj(Fk,i) для любых i, j, k, то

μj(Fj) = μj

( ∞⊔
i=1

Fj,i

)
=

∞∑
i=1

μj(Fj,i) �
∞∑
i=1

μj(Fk,i) = μj

( ∞⊔
i=1

Fk,i

)
= μj(Fk). �

Пусть множество S ∈ Σ удовлетворяет условию
r∏

i=1

μi(S) 	= 0.

Л емма 9. Найдутся множества R1, . . . , Rr,
⊔
i

Ri ⊂ S, и такая перенумерация

мер μl1
, . . . , μlr

, что для любого k выполнено

μlk(R
k) =

1

r
μlk(S),

а для j > k выполнено

μlj (R
k) � 1

r
μlk(S).

Док а з а т е л ь с т в о. Будем последовательно строить этот набор множеств. На
первом шаге мы рассмотрим такое R1

1 ⊂ S, что

μ1(R
1
1) =

1

r
μ1(S).

Далее, если на t-м шаге

μt(R
1
t−1) >

1

r
μt(S),

то R1
t – такое подмножество R1

t−1, что μt(R
1
t ) =

1

r
μt(S), а в противном случае

R1
t = R1

t−1.
В конце r-го шага мы получим множество R1 = R1

r . Через l1 обозначим тот
номер шага, после которого мы больше не изменяли R1

i . Тогда по построению μl1

и R1 удовлетворяют следующим условиям:

μl1(R
1) =

1

r
μl1(S), μj(R

1) � 1

r
μj(S), j 	= l1.

Теперь на k-м шаге аналогичным образом будем из множества S \
k−1⊔
i=1

Ri для всех
мер, кроме μl1

, . . . , μlk−1
, выделять Rk и меру μlk

, такую что

μlk
(Rk) =

1

r
μlk

(S)

и

μj(R
k) � 1

r
μj(S) для всех j /∈ {l1, . . . , lk}.

Нам надо лишь проверить, что мы можем сделать первое действие k-го шага, т.е. по
какой-то мере μj для j /∈ {l1, . . . , lk−1} мера остатка не меньше 1

r
μj(S).
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По построению

μj(R
i) � 1

r
μj(S)

для любого j /∈ {l1, . . . , lk−1}. Следовательно,

μj

(
S \

k−1⊔
i=1

Ri

)
= μj(S)−

k−1∑
i=1

μj(R
i) � μj(S)

(
1− k − 1

r

)
.

Поэтому для k � r мы можем сделать этот шаг, и в результате получим искомое
упорядочение мер μli

и множества Ri. �
Опр е д е л е н и е 9. В случае джентльменского решения для дизъюнктного на-

бора множеств {Ai}ri=1 предпочтением k-го участника назовем такой индекс j, что

μk(Aj) � μk(Ai) ∀i.

Лемма 10. Для заданного набора мер {μi}ri=1 из любого множества S ⊂ M
можно выделить такое подмножество H , что если {μli

}ri=1 – упорядочение мер
для S из леммы 9, то

μl1(H) � 1

2r−1
μl1(S)

и на H имеется джентльменское решение.

Док а з а т е л ь с т в о. Для простоты записи будем нумеровать меры μi, а не μli
,

запомнив, что нумерация не произвольная, так как она зависит от множества, ко-
торое мы делим.

Сначала разделим R1 на 2r−1 частей, равных по мере μ1. Обозначим получен-
ные элементы разбиения на t-м шаге через At

1, . . . , A
t
2r−1 , а выделенные предпо-

чтения i-го участника на t-м шаге – множествами Kt
i . На первом шаге положим

K1
1 := {1, . . . , 2r−1} (все A1

i являются его предпочтениями), а остальные K1
i оставим

пустыми.
Далее на t-м шаге мы делаем следующее.
Упорядочим все множества At−1

1 , . . . , At−1
2r−1 по мере μt и рассмотрим любые 2r−t

наименьших среди них:

μ1

(
At−1

k1

)
� μ1

(
At−1

k2

)
� . . . � μ1

(
At−1

k2r−t

)
.

Мы хотим отделить от Rt такой набор множеств Ct−1
1 , . . . , Ct−1

2r−t , что ∀i

μt

(
Ct−1

i

)
= μt

(
At−1

k2r−t

)
− μt

(
At−1

ki

)
.

Тогда новый набор At
i является “отредактированным” набором At−1

i , в котором
элементы At−1

ki
заменены на At−1

ki
�Ct−1

i . Набор новых выделенных предпочтений Kt
i

таков, что Kt
t = {k1, . . . , k2r+1−t}, а для i 	= t имеем Kt

i = Kt−1
i \ Kt

t (в частности,
Kt

i = ∅ для i > t).
Заметим, что мы можем сделать этот шаг, если

2r−t∑
i=1

μt(C
t−1
i ) � μt(R

t).
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Далее, имеем

2r−t∑
i=1

μt

(
Ct−1

i

)
=

2r−t∑
i=1

(
μt

(
At−1

k2r−t

)
− μt

(
At−1

ki

))
� 2r−tμt

(
At−1

k2r−t

)
�

� 2r−t

2r−1 − 2r−t

2r−1∑
i=2r−t+1

μt

(
At−1

ki

)
.

Так как все множества At−1
i содержатся в объединении R1, . . . , Rt−1, то

μt

(
2r−1⊔
i=1

At−1
i

)
�

t−1∑
j=1

μt(R
j) � t− 1

r
μt(S).

Последнее неравенство следует из построения Ri.
Таким образом,

2r−1∑
i=2r−t+1

μt

(
At−1

ki

)
� μt

(
2r−1⊔
i=1

At−1
i

)
� t− 1

r
μt(S).

Поскольку t− 1

2t−1 − 1
� 1 при t � 2, то

2r−t

2r−1 − 2r−t

2r−1∑
i=2r−t+1

μt

(
At−1

ki

)
� 2r−t

2r−1 − 2r−t

t− 1

r
μt(S) =

=
t− 1

(2t−1 − 1)r
μt(S) � 1

r
μt(S) = μt(R

t).

Аналогично предыдущей рассмотренной ситуации индукцией по t доказываются
следующие утверждения:
1. Множества Kt

i дизъюнктивны;
2. |Kt

j | � 2r−t при j � t;
а для доказательства пункта 3 нам понадобится следующее рассуждение:
3. Для любого j и k ∈ Kt

j верно, что At
k – предпочтение j-й меры. Необходимо лишь

отметить, что изменение частей происходит путем их объединения, а значит, ча-
сти ни по какой мере не уменьшаются, а потому не могут стать предпочтениями,
если они ими не были исходно. Кроме того, по построению множество Kt

t состоит
только из предпочтений t-й меры.
На r-м шаге у каждого участника будет хотя бы 2r−r = 1 предпочтений, не

совпадающих между собой. Сопоставим каждому участнику свое предпочтение Fi.
Заметим, что при этом первому участнику сопоставлено такое множество F1, что
μ1(F1) = 1/2r−1μ1(R

1), так как по построению мы убираем из выделенных предпо-
чтений первого участника те, что мы изменили.

Также надо заметить, что μ1(F1) � μ1(Fj) для любого j, так как исходные мно-
жества A1

i только увеличивались. Поэтому

μ1(H) = μ1

(
r⊔

j=1

Fj

)
=

r∑
j=1

μ1(Fj) �
r∑

j=1

μ1(F1) = rμ1(F1) = r
1

2r−1
μ1(R

1) =

= r
1

2r−1

1

r
μ1(S) = 2−(r−1)μ1(S).
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Таким образом, разбиение H =
r⊔

i=1

Fi удовлетворяет всем требуемым условиям. �

Те о р ем а 4. Для неатомарных счетно-аддитивных мер {μi}ri=1 найдется
джентльменское деление.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем индукцией по количеству участников, что суще-
ствует джентльменское деление M .

Проверим базу индукции r = 1. Для одного участника существует единственное
разбиение с F1 = M , и оно, очевидно, джентльменское.

Проверим шаг индукции.

О пр е д е л е н и е 10. Множество H , полученное в лемме 10, назовем μl1
-удовле-

творяющим подмножеством S.

Определим по индукции последовательность множеств Hi:
• H1 – μh1 -удовлетворяющее подмножество M = M0;

• Hk – μhk
-удовлетворяющее подмножество M \

k−1⋃
i=1

Hi;

• M∞ = M \
∞⊔
i=1

Hi.

Все индексы h1, h2, . . . принадлежат конечному множеству {1, . . . , r}. Это значит,
что один из них повторяется бесконечно много раз, обозначим его через �.

Л емма 11. Пусть k1 < k2 < . . . – набор всех индексов i, при которых hi = �.
Тогда

μ�

(
M \

ki+1⊔
i=1

Hi

)
�
(
2r−1 − 1

2r−1

)i+1

μ�(M).

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

μ�

(
ki+1⊔

i=ki+1

Hi

)
= μ�(Hki+1) + μ�

(
ki+1⋃

i=ki+1

Hi \Hki+1

)
�

� 2−(r−1)μ�

(
M \

ki+1−1⋃
i=1

Hi

)
+ μ�

(
ki+1⋃

i=ki+1

Hi \Hki+1

)
�

� 2−(r−1)

(
μ�

(
M \

ki+1−1⋃
i=1

Hi

)
+ μ�

(
ki+1⋃

i=ki+1

Hi \Hki+1

))
�

� 2−(r−1)μ�

(
M \

ki⊔
i=1

Hi

)
.

Следовательно,

μ�

(
M \

ki+1⊔
i=1

Hi

)
� 2r−1 − 1

2r−1
μ�

(
M \

ki⊔
i=1

Hi

)
.

Окончательно получаем

μ�

(
M \

ki+1⊔
i=1

Hi

)
�
(
2r−1 − 1

2r−1

)i+1

μ�(M). �
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Сл е д с т в и е 4. Переходя к пределу в лемме 11 по числу рассматриваемых ин-
дексов i, получаем μ�(M∞) = 0.

По предположению индукции для мер с индексами i ∈ {1, 2 . . . r} \ � имеется
джентльменское решение F∗ = {Fi} на M∞. Тогда при F� = ∅ разбиение

F := {Fi}ri=1

на M∞ является джентльменским решением для всех r мер.
Действительно, так как F∗ – джентльменское решение для мер с индексами

i ∈ {1, 2 . . . r} \ �, то нам надо проверить только неравенства, содержащие условия,
связанные с �-м участником:

μi(Fi) � 0 = μi(∅) = μi(F�),

μ�(F�) = μ�(∅) = 0 = μ�(M∞) � μ�(Fi).

Получаем

M = M∞ �
( ∞⊔

i=1

Hi

)
,

причем на каждом элементе разбиения имеется джентльменское решение. Это озна-
чает, что по лемме 8 существует искомое разбиение. �

По настоятельной просьбе анонимного рецензента привести простой понятный
пример в малой размерности для двух участников мы разберем эту простейшую
ситуацию детально. Заметим, во-первых, что ни размерность, ни геометрия в рас-
сматриваемой постановке никакого значения не имеют, а во-вторых, для двух участ-
ников сильное решение для зарядов можно получить методом “Cut and choose”. Тем
не менее, возможно, существенно более сложная конструкция при формальной ре-
ализации алгоритма, описанного в § 6, для r = 2 поможет для понимания общей
ситуации при r > 2.

По заданным зарядам ψ1, ψ2 построим два разбиения пространства

M = M+
1 �M−

1 = M+
2 �M−

2 ,

соответствующие положительным и отрицательным частям зарядов ψ1, ψ2. Поло-
жим

M++ := M+
1 ∩M+

2 , M+− := M+
1 ∩M−

2 ,

M−+ := M−
1 ∩M+

2 , M−− := M−
1 ∩M−

2 .

Заметим, что

{M++,M+−,M−+,M−−}

– это вновь разбиение M . Согласно построению сильного решения для зарядов части
M++ и M−− делятся между участниками “пополам”, часть M+− целиком отдается
первому участнику, а часть M−+ целиком отдается второму.

На этом процесс построения сильного решения для двух участников заканчива-
ется, поскольку необходимость в итерационной схеме возникает только при r > 2.

§ 7. Заключение

В настоящей статье предложен простой экспоненциально быстро сходящийся ал-
горитм построения сильного решения задачи справедливого деления для случая
индивидуальных критериев, описываемых неатомарными зарядами. Как уже было
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отмечено в § 1, имеются публикации [11, 12], в которых описываются конечные ал-
горитмы решения этой задачи для случаев строго положительных и строго отрица-
тельных мер соответственно (пусть и с астрономической оценкой числа необходимых
операций). К сожалению, эти публикации написаны с не вполне математическим
уровнем строгости (приводимые в них доказательства скорее являются подробными
описаниями блок-схемы программы), а сами алгоритмы настолько сложны, что про-
верка адекватности их работы представляется затруднительной. По-видимому, здесь
необходимо что-то вроде доказательств с использованием компьютера (computer-
assisted proof). Во всяком случае, проверить их “вручную” даже для небольшого
числа участников нам не удалось. Тем не менее, если эти алгоритмы действительно
работают, то их сочетание с описанной в § 6 схемой разбиения пространства на носи-
тели положительных и отрицательных частей зарядов и работой с их комбинациями
приводит к конечному алгоритму построения сильного решения.

Отметим, что несмотря на кажущуюся похожесть рассматриваемой задачи спра-
ведливого деления с более известной постановкой многокритериальной оптимизации
по Парето они принципиально различны. Под оптимальностью по Парето понима-
ется такое состояние системы, при котором ни один ее показатель не может быть
улучшен без ухудшения какого-либо другого показателя. Нетрудно понять, что лю-
бое оптимальное по Парето состояние оказывается сильным решением задачи спра-
ведливого деления, однако последняя постановка является значительно более гибкой
и позволяет исследовать более широкий класс систем.
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