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§ 1. Введение

В данной статье мы продолжаем (см. [1–6]) исследование задачи нахождения
носителя неизвестного разреженного вектора x ∈ R

n с помощью m линейных из-
мерений, подверженных влиянию шума. В литературе, посвященной теории сжа-
тых измерений, неоднократно указывалось, что для нахождения хорошей аппрок-
симации неизвестного K-разреженного вектора x достаточно найти его носитель
supp(x) := {i : xi 6= 0}, а затем применить, например, метод наименьших квадра-
тов. Напомним, что вектор x называется K-разреженным, если |supp(x)| 6 K.

С другой стороны, нахождение хорошего приближения x̂ к вектору x не гаран-
тирует, что носители векторов x и x̂ совпадают, поэтому задача нахождения носи-
теля разреженного вектора по линейным измерениям представляет и самостоятель-
ный интерес. Кроме того, как неоднократно отмечалось, эта задача равносильна
нескольким другим известным задачам. Среди них задача построения сигнатурных
кодов для суммирующего канала множественного доступа, задача поиска фальши-
вых монет на точных весах, задача построения мультимедийных кодов, устойчивых
к атакам коалиций (подробнее см. обзор [4]). Наконец, самая новая постановка за-
дачи, весьма близкая к задаче нахождения носителя неизвестного вектора, – это
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коды для передачи информации по каналу множественного доступа, когда нужно
правильно восстановить только переданную информацию, но не отправителей ин-
формации [7].

Напомним кратко постановку задачи сжатых измерений [8, 9]. Требуется найти
неизвестный K-разреженный вектор x ∈ R

n по m линейным измерениям, иска-
женным вектором шума w ∈ R

m, что формально можно описать как нахождение
K-разреженного решения x следующего уравнения:

s = HxT +w, (1)

где H – (m × n)-матрица линейных измерений. Нас же будет интересовать только
носитель вектора-решения. Этой задаче также посвящено много публикаций (см. ра-
боты [10–12] и библиографию в них). В части работ рассматривается вероятностная
модель шума (см. [10]), но тогда точное нахождение носителя невозможно. В дан-
ной статье мы исследуем задачу точного нахождения носителя неизвестного вектора
в предположении, что величина шума w ограничена сверху некоторой известной ве-
личиной tp в метрике ℓp.

Сформулируем основные результаты статьи. Явно строится семейство кодов, поз-
воляющих точно находить носитель K-разреженного n-мерного вектора x, у кото-
рого модули всех ненулевых координат примерно равны, с помощью m линейных
измерений, т.е. находить supp(x) из уравнения (1), где m = O(K logn) при фикси-
рованномK и n→ ∞, а шум имеет порядок tp = O(m1/p). Для этого семейства кодов
предлагается алгоритм декодирования с полиномиальной по Km сложностью, поз-
воляющий реализовать половину соответствующей корректирующей способности.
Параметры построенных кодов и их алгоритмов декодирования асимптотически оп-
тимальны.

§ 2. Коды, позволяющие точно находить носитель разреженного
“почти” двоичного вектора

Начнем со случая, когда априори известно, что все ненулевые координаты векто-
ра x равны (это так, например, для модели 1 из [10]). Будем для простоты предпола-
гать, что вектор x двоичный, т.е. все xi ∈ {0, 1}. Условие, что матрица H позволяет
точно найти носитель двоичного вектора x (т.е. и сам вектор) из уравнения (1)
при дополнительном ограничении, что ‖w‖p < tp, равносильно тому, что для лю-
бых двух различных подмножеств A,B ⊂ [n], таких что |A|, |B| 6 K, справедливо
неравенство
∥∥∥∥
∑

j∈A

hj −
∑

j∈B

hj

∥∥∥∥
p

> 2tp. (2)

Далее вместо матрицы H мы будем рассматривать код H, состоящий из столбцов
этой матрицы.

О п р е д е л е н и е 1. Двоичный код H = {h1, . . . ,hn} ⊂ {0, 1}m называется
(K, tp)2-кодом, если для любых двух различных кодовых подмножеств F,G ⊂ H,
таких что |F |, |G| 6 K, выполнено
∥∥∥∥
∑

h∈F

h−
∑

h∈G

h

∥∥∥∥
p

> 2tp. (3)

Отметим, что это определение уже появлялось ранее в [2] в рамках задачи о по-
строении мультимедийного кода, устойчивого к атаке усреднения коалициями мощ-
ности не более K и к ошибкам ограниченной евклидовой длины. На самом деле,
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задача о мультимедийных кодах, устойчивых к общей линейной атаке K-коалиций,
почти эквивалентна задаче о нахождении носителя у произвольного K-разреженного
вектора, а задача о мультимедийных кодах, устойчивых к атаке усреднения, близка
к рассматриваемой задаче о нахождении двоичного вектора. Отметим только, что
в постановке задачи о мультимедийных кодах накладывается дополнительное огра-
ничение, что координаты вектора x – это вероятности, т.е. все xi > 0 и

∑
i

xi = 1

(подробнее о сравнении этих задач см. [2, 4]). Более того, приводимая ниже кон-
струкция (K, tp)2-кодов – это по существу конструкция из [2], у которой расширена
область применения (не только двоичные векторы) и, главное, предложен алгоритм
декодирования. Мы приведем эту конструкцию для полноты изложения, а также
потому, что она осталась незамеченной в теории сжатых измерений.

Рассмотрим два двоичных линейных кода C и V длины n и m соответствен-
но, при этом коды не только исправляют K и T ошибок соответственно, но и из-
вестны эффективные алгоритмы их исправления. Пусть H ′ – какая-то проверочная
(r × n)-матрица кода C, позволяющая эффективно исправить K ошибок, т.е. найти
единственное двоичное решение z веса Хэмминга wt(z) 6 K соответствующего син-
дромного уравнения H ′zT = s. Код C будем называть внутренним кодом (как мы
сейчас увидим, у предлагаемой конструкции есть определенное сходство с каскадной
конструкцией).

Код V , называемый внешним, – это двоичный линейный код длины m с r ин-
формационными символами, и пусть θ : Fr

2
→ V – его систематическое кодирование.

Мы предполагаем, что код V исправляет T ошибок с помощью алгоритма декоди-
рования ψ : Fm

2
→ V .

Код H(C, V ) = {h1, . . . ,hn} строится следующим образом. Все n столбцов матри-
цы H ′ кодируются с помощью отображения θ, превращаясь в n двоичных векторов
h1, . . . ,hn длины m, где hj = θ(h′

j).

Л е мма 1. Код H(C, V ) является (K, tp)2-кодом с 2tp = (2T + 1)1/p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два различных подмножества A,B ⊂ [n], та-
ких что |A|, |B| 6 K, соответствующие им векторы

hA :=
∑

j∈A

hj =
∑

j∈A

θ(h′

j), hB :=
∑

j∈B

hj =
∑

j∈B

θ(h′

j)

и эти же векторы, взятые по модулю 2, а именно hA mod 2 и hB mod 2. Тогда в силу
линейности отображения кодирования θ имеем

hA mod 2 =
∑

j∈A

θ(h′

j) mod 2 = θ

(∑

j∈A

⊕h′

j

)
.

Аналогично

hB mod 2 = θ

(∑

j∈B

⊕h′

j

)
.

Двоичные векторы
∑
j∈A

⊕h′

j и
∑
j∈B

⊕h′

j различны, так как это две различные суммы

из K или менее столбцов проверочной матрицы кода, исправляющего K ошибок.
Поэтому hA mod 2 и hB mod 2 – это два различных слова кода V , и тем самым, они
различаются как минимум в 2T+1 координатах. Тем более, целочисленные векторы
hA и hB различаются как минимум в 2T + 1 координатах, и следовательно,

‖hA − hB‖
p
p > 2T + 1. N
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Вернемся к общей задаче нахождения носителя произвольного K-разреженного
вектора x в присутствии шума w ограниченной ℓp-длины. Заметим, что если не
наложить дополнительного ограничения, что значения ненулевых координат век-
тора x не могут быть слишком малы, то точное нахождение supp(x) невозмож-
но (см. [3]). Действительно, рассмотрим в качестве примера простейший случай,
когда K = 2, и два вектора x = (1, ε, 0, . . . , 0) и x′ = (1, 0, ε, 0, . . . , 0). Тогда вектор
ошибки w = (0,−ε, ε, 0, . . . , 0) переводит вектор x в вектор x′, но при этом длина
вектора ошибки мала.

Т е о р е м а 1. Если неизвестный K-разреженный вектор x “почти” двоичный,
т.е. все его ненулевые координаты лежат в диапазоне [1− τ, 1 + τ ], 0 < τ , то код
H(C, V ) позволяет точно найти носитель вектора, если длина шума w в метри-

ке ℓp меньше ∆/2, где ∆ = (2T + 1)1/p − 2Kτm1/p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нужно доказать, что для любых двух “почти” двоичных
K-разреженных векторов x,y с различными носителями A,B ⊂ [n], такими что
|A|, |B| 6 K, справедливо неравенство
∥∥∥∥
∑

j∈A

xjhj −
∑

j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

> ∆. (4)

Представим xj = 1 + αj , yj = 1 + βj , где |αj |, |βj | 6 τ . Тогда
∥∥∥∥
∑

j∈A

xjhj −
∑

j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

>

∥∥∥∥
∑

j∈A

hj −
∑

j∈B

hj

∥∥∥∥
p

−

∥∥∥∥
∑

j∈A

αjhj −
∑

j∈B

βjhj

∥∥∥∥
p

>

> (2T + 1)1/p − (|A|+ |B|)τ max ‖hj‖p > ∆. N

§ 3. Коды, позволяющие находить носитель разреженного вектора, у которого
модули всех ненулевых координат примерно равны

То, что коды конструкции, предложенной в [2] и описанной выше, позволяют на-
ходить носитель не только двоичного, но и почти двоичного разреженного вектора,
было отмечено в [5], но без алгоритма декодирования. Отметим, что эта конструк-
ция кодов была впервые предложена Т. Эриксоном и В.И. Левенштейном в [13] как
конструкция сигнатурных кодов для канала множественного доступа, суммирую-
щего по модулю 2, и после этого она переоткрывалась для разных других задач,
например, для задачи построения кодов, исправляющих ошибки в канале и синдро-
ме [14].

Предложенная конструкция очевидно ограничена применимостью только к век-
торам, у которых все координаты одного знака. Сейчас мы опишем более общую
конструкцию, позволяющую находить разреженный вектор (а следовательно, и его
носитель), все ненулевые координаты которого равны −1 или +1. Матрица измере-
ний H будет троичной, т.е. hi,j ∈ {−1, 0,+1}. То, что матрица H позволяет одно-
значно найти троичный вектор из уравнения (1) при дополнительном ограничении,
что ‖w‖p < tp, означает, что для любых двух различных K-разреженных векторов
a, b ∈ {−1, 0,+1}m справедливо неравенство
∥∥HaT −HbT

∥∥
p
> 2tp. (5)

Как и выше, вместо матрицы H мы будем рассматривать троичный код H, состоя-
щий из столбцов этой матрицы.

О п р е д е л е н и е 2. Троичный код H = {h1, . . . ,hn} ⊂ {−1, 0,+1}m называется
(K, tp)3-кодом, если для любых двух различных K-разреженных векторов a, b ∈
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∈ {−1, 0,+1}m выполнено
∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajhj −
n∑

j=1

bjhj

∥∥∥∥∥
p

> 2tp. (6)

Построение троичных (K, tp)3-кодов дословно повторяет построение их двоич-
ных аналогов. А именно, выбираются два троичных линейных кода C и V длины n
и m с известными эффективными алгоритмами исправления K и T ошибок соот-
ветственно. Пусть H ′ – какая-то проверочная (r×n)-матрица кода C, позволяющая
эффективно исправить K ошибок, т.е. найти единственное троичное решение z веса
Хэмминга wt(z) 6 K соответствующего синдромного уравнения H ′zT = s (в по-
ле F3). Код V представляет собой троичный линейный код длины m с r инфор-
мационными символами, и пусть θ : Fr

3
→ V – его систематическое кодирование.

Мы предполагаем, что код V исправляет T ошибок с помощью алгоритма декоди-
рования ψ : Fm

3
→ V . Код C будем называть внутренним кодом, а код V – внешним.

Код H(C, V ) = {h1, . . . ,hn} состоит из n троичных векторов длины m, получен-
ных применением кодирования θ к столбцам матрицы H ′, т.е. hj = θ(h′

j).

Л е мма 2. Код H(C, V ) является (K, tp)3-кодом с 2tp = (2T + 1)1/p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два произвольных различных K-разреженных
троичных вектора a, b ∈ {−1, 0,+1}m, соответствующие им векторы

ha :=

n∑

j=1

ajhj = θ

(
n∑

j=1

ajh
′

j

)
, hb :=

n∑

j=1

bjhj = θ

(
n∑

j=1

bjh
′

j

)

и эти же векторы, взятые по модулю 3, а именно ha mod 3 и hb mod 3. Тогда в силу
линейности отображения кодирования θ имеем

ha mod 3 = θ

(
n∑

j=1

ajh
′

j

)
mod 3 = θ

(
n∑

j=1

ajh
′

j mod 3

)
.

Аналогично

hb mod 2 = θ

(
n∑

j=1

bjh
′

j mod 3

)
.

Троичные векторы
n∑

j=1

ajh
′

j mod 3 и
n∑

j=1

bjh
′

j mod 3 различны, так как это две раз-

личные линейные комбинации над полем F3 из K или менее столбцов проверочной
матрицы кода, исправляющего K ошибок. Поэтому ha mod 3 и hb mod 3 – это два
различных слова кода V , и тем самым, они различаются как минимум в 2T + 1 ко-
ординатах. Тем более, целочисленные векторы ha и hb различаются как минимум в
2T + 1 координатах, и следовательно, ‖ha − hb‖

p
p > 2T + 1. N

Обобщим теперь теорему 1, рассмотрев вместо “почти” двоичных разреженных
векторов разреженные векторы, у которых модули всех ненулевых координат почти
равны.

Т е о р е м а 2. Если для всех ненулевых координат K-разреженного вектора x
справедливо |xj−aj| < τ , 0 < τ , aj ∈ {−1,+1}, то троичный код H(C, V ) позволяет
точно найти носитель вектора x, если длина шума w в метрике ℓp меньше ∆/2,
где ∆ = (2T + 1)1/p − 2Kτm1/p.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Нужно доказать, что для любых двухK-разреженных век-
торов x,y, чьи ненулевые координаты удовлетворяют неравенствам |xj − aj | < τ ,
|yj − bj| < τ , где все aj , bj ∈ {−1,+1}, с различными носителями A,B ⊂ [n] справед-
ливо неравенство
∥∥∥∥
∑

j∈A

xjhj −
∑

j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

> ∆. (7)

Представим xj = aj + αj , yj = bj + βj , где |αj |, |βj | < τ . Тогда
∥∥∥∥
∑

j∈A

xjhj −
∑

j∈B

yjhj

∥∥∥∥
p

>

∥∥∥∥
∑

j∈A

ajhj −
∑

j∈B

bjhj

∥∥∥∥
p

−

∥∥∥∥
∑

j∈A

αjhj −
∑

j∈B

βjhj

∥∥∥∥
p

>

> (2T + 1)1/p − (|A|+ |B|)τ max ‖hj‖p > ∆. N

§ 4. Декодирование

Начнем с алгоритма нахожденияK-разреженного двоичного вектора x при усло-
вии, что норма шума удовлетворяет условию ‖w‖1 < 0,5(T + 1). В качестве пред-
варительного (нулевого) шага декодирования выполняется аналог жесткого приема
применительно к “принятому” вектору-синдрому s из уравнения (1), т.е. каждая ко-
ордината si заменяется на ближайшее целое число ŝi. Очевидно, ŝi 6= (HxT )i только
в том случае, если
∣∣si − (HxT )i

∣∣ = |wi| > 1/2.

Следовательно, расстояние Хэмминга удовлетворяет неравенству

dH(ŝ, HxT ) 6 2‖w‖1.

Тем более,

dH(ŝ mod 2, HxT mod 2) 6 2‖w‖1,

и если 2‖w‖1 < T + 1, то число “ошибок” в векторе ŝ mod 2, т.е. отличий от векто-
ра HxT mod 2, не более T , и алгоритм декодирования ψ, примененный к вектору
ŝ mod 2, выдаст HxT mod 2. В свою очередь, первые r символов HxT mod 2 – это
синдром H ′xT mod 2, поскольку кодирование θ является систематическим. Тогда
искомый вектор x находится алгоритмом декодирования кода C.

Рассмотрим теперь нахождение носителя “почти” двоичного K-разреженного
вектора x, ненулевые координаты которого лежат в диапазоне [1 − τ, 1 + τ ], где
0 < τ < 1/2. Представим x = a+ α, где a – характеристический вектор множества
supp(x), и следовательно, вектор α = (α1, . . . , αn) представляет собой K-разрежен-
ный вектор, в котором по предположению |αi| 6 τ для всех i. Принятый “вектор-
синдром” s представим в виде s = H(a+α)T +w = HaT +w′, где w′ = w +HαT ,
и следовательно, ‖w′‖1 6 w + Kτm. Поэтому описанный выше алгоритм позво-
ляет найти двоичный вектор a и, тем самым, носитель supp(x), если для нормы
“шума” w′ выполнено условие

‖w′‖1 < 0,5(T + 1).

Эти рассуждения почти дословно переносятся на “троичный” случай, т.е. поиск
носителя разреженного вектора, у которого модули всех ненулевых координат при-
мерно равны.
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§ 5. Выбор кодов и сложность реализации

Оценим сложность предложенной конструкции для двух наиболее популярных
асимптотических режимов. Первый – когда K постоянно, а n→ ∞, что соответству-
ет практическим случаям, когда неизвестный разреженный вектор действительно
разреженный. В качестве внутреннего кода C длины n с проверочной (r × n)-мат-
рицей H ′ возьмем коды БЧХ или классические неприводимые коды Гоппы, для
которых n = 2r/K − 1 или n = 2r/K соответственно.

Что касается внешнего кода V , то снова берем код Гоппы или код БЧХ, либо, если
m ≫ 1, то код из семейства “хороших” кодов, т.е. кодов с фиксированной кодовой
скоростью и отношением кодового расстояния к длине кода, отличным от нуля, плюс
дополнительно с полиномиальной сложностью реализации. Например, можно взять
семейство кодов-расширителей [15, 16].

Нулевой шаг декодирования – округление координат синдрома до целых значе-
ний – имеет линейную по m сложность. Первый шаг декодирования – декодирование
вектора ŝ “внешним” кодом V – имеет полиномиальную по m сложность для кодов
БЧХ или для кодов-расширителей. Второй этап – синдромное декодирование “внут-
реннего” кода C – для кодов БЧХ имеет сложность poly(Kn). Таким образом, общая
сложность равна poly(Kn) для K – константы и n→ ∞.

Второй асимптотический режим – когда K растет линейно по n. Тогда в качестве
внутреннего и внешнего кодов берутся коды-расширители, что дает линейную по n
сложность нахождения носителя разреженного n-мерного вектора.

Важно отметить, что предлагаемые коды могут быть явно построены, более того,
с полиномиальной или даже линейной по n сложностью, но случайное кодирование
позволяет увеличить кодовую скорость в logK раз (см. [17]).

В заключение, следуя [10], где исследовалась аппроксимация носителя разре-
женного двоичного вектора в условиях гауссовского шума, рассмотрим следующий
числовой пример: K = 25, n = 218. Возьмем в качестве внутреннего кода C непри-
водимый код Гоппы с r = 25 × 18 = 450 битами проверки на четность, а в качестве
внешнего кода V – также код Гоппы длины m = 1020, исправляющий T = 57 оши-
бок. Тогда полученная (1020× 218)-матрица H способна точно найти носитель неиз-
вестного двоичного вектора разреженности K = 25 из уравнения (1) при условии,
что сумма абсолютных величин координат шума w меньше, чем 57,5. Более того,
предложенный алгоритм декодирования найдет носитель при условии, что сумма
абсолютных величин координат шума меньше, чем 28,75.
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