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Появление сетей передачи данных с коммутацией пакетов показало, что пуас-
соновские модели потоков не являются адекватными, и потребовало разработки
новых моделей, основанных на непуассоновских распределениях. Статья посвя-
щена анализу частного случая группового марковского потока – группового
неординарного пуассоновского потока событий. В таком потоке выполняют-
ся свойство стационарности и отсутствия последействия, но не выполняется
свойство ординарности. Рассматривается класс систем массового обслужива-
ния с постоянным временем обслуживания. Приведены результаты аналитиче-
ских расчетов параметров потока и результаты имитационного моделирования.
Показано, что дисперсия очереди зависит от третьего момента размера пачки
заявок во входящем групповом пуассоновском потоке.
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§ 1. Групповой неординарный пуассоновский поток

В попытках адекватного описания поведения трафика в сетях с коммутацией па-
кетов исследовались модели потоков с распределениями Вейбулла, Эрланга, гамма-
распределениями, распределениями Парето и ряд других. Описание сложных корре-
лированных потоков в современных телекоммуникационных сетях часто производи-
лось с использованием “фрактальных” процессов. Сотни работ посвящены анализу
“самоподобного” трафика. Однако из-за сложности моделей этого класса использо-
вание их на практике затруднительно. Недостаточная эффективность представле-
ния трафика моделями “самоподобных” процессов привела к созданию целого класса
моделей потоков, управляемых цепью Маркова. Этапы развития указанных моделей
хорошо представлены в обзоре [1].

Особое место среди таких потоков занимают так называемые групповые марков-
ские потоки (BMАP – Batch Markovian Arrival Processes) [2–7].

Одной из разновидностей ВМАР-потоков является групповой неординарный пу-
ассоновский поток событий. В таком потоке выполняются свойство стационарности
и отсутствия последействия, но не выполняется свойство ординарности. Рассмотрим
пуассоновский поток независимых событий с параметром λ. Каждое событие заклю-
чается в одновременном появлении в момент tk группы (“пачки”) из µk независимых
случайно распределенных чисел заявок с распределением

P |µk = k| = fk.
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Такой поток называют пуассоновским неординарным (групповым) потоком неза-
висимых событий [7]. Здесь и далее будем рассматривать класс систем массового
обслуживания с постоянным временем обслуживания заявок.

Выделим некоторый интервал времени. Пусть τ – интервал времени обработки
одной заявки. Разделим достаточно большой промежуток времени T , в течение ко-
торого действует поток указанных событий, на Nτ последовательных интервалов τ .
Пусть ni(τ) – число событий, произошедших в течение i-го интервала времени.

Поскольку поток событий пуассоновский, вероятности наступления на интервале
ровно n событий подчиняются закону Пуассона:

P |ni(τ) = n| = Pn(λτ) =
(λτ)n

n!
e−λτ .

Каждому из событий сопутствует появление пачки с распределением вероятностей
чисел заявок fi. Введем производящую функцию этого распределения

f(z) =
∞
∑

k=0

fkz
k.

Поскольку все µk взаимно независимы и одинаково распределены, появлению на
интервале τ распределения количества заявок m(τ) при условии, что на указанном
интервале произошло n событий пуассоновского потока, соответствует производя-
щая функция [f(z)]n. Отсюда следует, что производящая функция Gm(τ)(z) числа
заявок на интервале τ определяется соотношением

Gm(τ)(z) =

∞
∑

n=0

Pn(λτ)[f(z)]
n) =

∞
∑

n=0

(λτ)n

n!
e−λτ [f(z)]n =

= e−λτ

∞
∑

n=0

(λτf(z))n

n!
= eλτ [f(z)−1].

Для факториальных моментов первых трех порядков, обозначая начальные момен-
ты количества заявок в одной пачке через kr, r = 1, 2, 3, а начальные моменты
количества заявок на интервале через mr(τ), r = 1, 2, 3, имеем

∂Gm(τ)(z)

∂z

∣

∣

∣

∣

z=1

= m(τ) = λτf ′(z)eλτ [f(z)−1]
∣

∣

z=1
= λτk,

∂2Gm(τ)(z)

(∂z)2

∣

∣

∣

∣

z=1

= m2(τ) −m(τ) =
(

λτf ′′(z) + (λτf ′(z))2
)

eλτ [f(z)−1]
∣

∣

z=1
=

= λτ(k2 − k) + (λτk)2,

∂3Gm(τ)(z)

(∂z)3

∣

∣

∣

∣

z=1

= m3(τ) − 3m2(τ) + 2m(τ) =

=
(

λτf ′′′(z) + 3(λτ)2f ′′(z) + (λτf ′(z))3
)

eλτ [f(z)−1]
∣

∣

z=1
=

= λτ(k3 − 3k2 + 2k) + 3(λτ)2k(k2 − k) + (λτk)3.

Отсюда соответствующими подстановками получаем

m(τ) = λτk, m2(τ) = λτk2 + (λτk2),

m3(τ) = λτk3 + 3(λτ)2kk2 + (λτk)3.
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Для центральных моментов m(τ) отсюда получаем

µ2(m(τ)) = Dm(τ) = m2(τ) − (m(τ))2 = λτk2,

µ3(m(τ)) = m3(τ) − 3m2(τ)m(τ) + 2(m(τ))3 = λτk3.

Для дальнейшего нам удобно будет выразить дисперсию и третий центральный мо-
мент m(τ) через коэффициент загрузки, т.е.

Dm(τ) = λτk2 = λτ(Dk + (k)2) = ρk(1 + v2k),

µ3(m(τ)) = λτk3 = λτk3 = ρ
k3

k
,

где ρ = λτk = m(τ) – общий коэффициент загрузки, а v2k =
Dk

(k)2
– квадрат ко-

эффициента вариации чисел заявок в пачках. Полученные соотношения указывают
на линейную зависимость дисперсии и третьего центрального момента от коэффи-
циента загрузки ρ. В частном случае для пуассоновского потока v2k = 0, k = 1,
и в результате Dm(τ) = µ3(m(τ)) = ρ.

§ 2. Интервальный метод анализа очередей

Одним из возможных направлений изучения пакетного трафика является разра-
батываемый нами интервальный метод, позволяющий заменить анализ интервалов
времени между соседними заявками и интервалов времени обработки заявок ана-
лизом одной случайной величины – числом заявок, поступающих в течение после-
довательных интервалов времени обработки каждой из заявок. Нами показано, что
дисперсия и корреляционные свойства указанной случайной величины при заданной
загрузке полностью характеризуют средний размер очереди в системах массового
обслуживания [8]. Для любой одноканальной системы массового обслуживания с
неограниченной очередью справедливо рекуррентное соотношение, устанавливаю-
щее связь между поступающими и обработанными заявками [9]:

qi(τ) = qi−1(τ) +mi(τ) − δi(τ), (1)

δi(τ) =

{

0, если qi−1(τ) = mi(τ) = 0,

1 в противном случае,

где mi(τ) и qi(τ) – число заявок, поступивших в течение i-го интервала τ и размер
очереди, образовавшейся на указанном интервале, соответственно.

Обратим внимание на некоторые особенности величин δi(τ):

δ2i (τ) = δi(τ), δi(τ)mi(τ) = mi(τ), δi(τ) = m(τ), δi(τ)qi−1(τ) = qi−1(τ).

Предпоследнее равенство легко получить, найдя математическое ожидание левой и
правой частей уравнения (1) в стационарном состоянии системы. Возведем в квадрат
левую и правую части (1) и найдем математические ожидания полученных выра-
жений.

После некоторых преобразований получаем

q(τ) =
Dm(τ) + 2qi−1(τ)

[

mi(τ) −m(τ)
]

2[1−m(τ)]
−

m(τ)

2
.

Обозначим через

Covqi−1mi
(τ) =

[

qi−1(τ) − q(τ)
][

mi(τ)−m(τ)
]

= qi−1(τ)
[

mi(τ)−m(τ)
]
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второй взаимный центральный момент указанных последовательностей, называе-
мый ковариацией. Он определяется как математическое ожидание произведений
центрированных значений элементов qi−1(τ) и mi(τ). Учитывая, что m(τ) = ρ, окон-
чательно получаем

q(ρ) =
Dm(ρ) + 2Covqi−1mi

(ρ)

2(1− ρ)
−

ρ

2
. (2)

Соотношение (2) носит фундаментальный характер, обобщает формулу Хинчи-
на – Поллачека и справедливо для любых стационарных потоков заявок при посто-
янном времени обслуживания. Дисперсионная и ковариационная составляющие для
потоков трафика определенного типа могут быть получены экспериментально и ис-
пользованы при инженерных расчетах.

Для рассмотренных нами групповых пуассоновских потоков ковариационная со-
ставляющая тождественно равна нулю:

Covqi−1mi
(ρ) = 0, Dm(ρ) = ρEm, где Em = k(1 + v2k).

При этом формула (2) упрощается:

q(ρ) =
Dm(ρ)

2(1− ρ)
−

ρ

2
=

ρEm

2(1− p)
−

ρ

2
. (3)

Дисперсия Dm(ρ) в формуле линейно зависит от коэффициента загрузки ρ, а ее
значение пропорционально среднему числу заявок в пачке.

Получим интервальным методом выражения для второго начального момента
и дисперсии очереди в одноканальной СМО с групповым пуассоновским потоком
на входе. Для нахождения начального момента возведем обе части уравнения (1)
в третью степень (для краткости опуская аргумент τ):

q3i = q3i−1 + 3q2i−1(mi − δi)
2 + (mi − δi)

3.

После аналогичных предыдущему случаю преобразований с учетом особенностей
величин δi получаем

q3i = q3i−1 + 3q2i−1mi − 3q2i−1 + 3qi−1(m
2
i − 2mi + 1) + (m3

i − 3m2
i + 3mi − δi).

После усреднения и учета стационарного состояния системы получаем

3q2i−1(1 −mi) = 3qi−1(m2
i − 2mi + 1) + (m3

i − 3m2
i + 2mi).

И далее, используя дисперсию mi:

3q2i−1(1 −mi) = 3qi−1Dm + 3qi−1(mi − 1)2 +
(

m3
i − 3m2

i + 2mi

)

.

Далее, для второго начального момента получаем

q2i−1 =
qi−1Dm

(1−mi)
+ qi−1 · (1−mi) +

m3
i − 3m2

i + 2mi

3(1−mi)
,

q2i−1 = qi−1

[

Dm

(1−mi)
+ (1−mi)

]

+
m3

i − 3m2
i + 2mi

3(1−mi)
,

q2i−1 = qi−1
Dm + (1−mi)

2

(1−mi)
+

m3
i − 3m2

i + 2mi

3(1−mi)
,

q2i−1 =
qi−1

(1−mi)

[

Dm + (1−mi)
2
]

+
m3

i − 3m2
i + 2mi

3(1−mi)
.
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Если перейти от третьего начального момента mi к третьему центральному, то
после некоторых преобразований получим

q2i−1 =
qi−1

(1−mi)

[

Dm + (1−mi)
2
]

+
m3

i − 3m2
iDm − 3m2

i + 2mi

3(1−mi)
+

µ3

3(1−mi)
.

Подставляя сюда выражение (3) для средней очереди пуассоновского потока с груп-
повым прибытием, и учитывая, что m(τ) = ρ, получаем

q2(ρ) =
Dm(ρ)− ρ(1 − ρ)

2(1− ρ)2
[

Dm(ρ) + (1− ρ)2
]

+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
.

Таким образом, второй начальный момент размера очереди в СМО с групповыми
пуассоновскими потоками определяется соотношением

q2(ρ) =
Em(ρ)− ρ+ ρ2

2(1− ρ)2
[

Em(ρ) + 1− 2ρ+ ρ2
]

+

+
ρ3 + 3Emρ2 − 3Emρ− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
.

В частном случае для простейшего пуассоновского потока имеем Em = 1, µ3(ρ) =
= ρ, и выражение упрощается:

q2(ρ) =
ρ2

2(1− ρ)2

(

1−
1

3
ρ+

1

3
ρ2
)

.

Оно показывает, что второй начальный момент очереди пуассоновского потока опре-
деляется исключительно значением коэффициента загрузки.

Для дисперсии размера очереди Dq(ρ) = q2(ρ)− q(ρ)
2

имеем

Dq(ρ) =
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

2(1− ρ)2
[

Dm(ρ) + (1 − ρ)2
]

+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
−

[

Dm(ρ)− ρ(1− ρ)
]2

4(1− ρ)2
=

=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

2(1− ρ)2
[

Dm(ρ) + (1 − ρ)2 −
Dm(ρ)− ρ(1 − ρ)

2

]

+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
=

=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[

2Dm(ρ) + 2(1− ρ)2 −Dm(ρ) + ρ(1 − ρ)
]

+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
=

=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[

Dm(ρ) + 2− 4ρ+ 2ρ2 + ρ− ρ2
]

+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
=
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=
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[

Dm(ρ) + 2− 3ρ+ ρ2
]

+

+
ρ3 + 3ρDm(ρ)− 3Dm(ρ)− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
.

В результате

Dq(ρ) =
Dm(ρ)− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2
[

Dm(ρ) + 2− 3ρ+ ρ2
]

+

+
ρ3 + 3Emρ2 − 3Emρ− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

µ3(ρ)

3(1− ρ)
.

Учитывая, что Dm(ρ) = ρ
k2

k
, а µ3(ρ) = ρ

k3

k
, окончательно получаем

Dq(ρ) =
ρ
k2

k
− ρ(1− ρ)

4(1− ρ)2

[

ρ
k2

k
+ 2− 3ρ+ ρ2

]

+

+
ρ3 + 3ρ2

k2

k
− 3ρ

k2

k
− 3ρ2 + 2ρ

3(1− ρ)
+

ρ
k3

k

3(1− ρ)
.

В частном случае для простейшего пуассоновского потока имеем Em = 1, Dm(ρ) =
= µ3(ρ) = ρ, и выражение упрощается:

Dq(ρ) =
ρ2

2(1− ρ)2

(

1−
1

3
ρ−

1

6
ρ2
)

.

Так же как и второй начальный момент, дисперсия очереди простейшего по-
тока полностью определяется коэффициентом загрузки. Дисперсия очередей груп-
повых пуассоновских потоков зависит от третьего центрального момента, который
характеризует симметричность закона распределения размеров пачек заявок. Два
различных групповых потока, имеющие одинаковые зависимости средних значений
очередей от коэффициента загрузки, имеют различные дисперсии очередей, раз-
ность ∆Dq(ρ) которых пропорциональна разности ∆µ3(ρ) их третьих центральных
моментов:

∆Dq(ρ) =
∆µ3(ρ)

3(1− ρ)
.

§ 3. Имитационное моделирование

Для подтверждения полученных зависимостей нами были сгенерированы три
групповых пуассоновских потока с различными законами распределения вероятно-
стей чисел заявок в пачках. Все три потока имеют одинаковые выборки по 100 000
заявок. Интервальный метод не учитывает распределение моментов времени поступ-
ления заявок внутри каждого интервала времени τ . Имитационное моделирование
подтверждает возможность такого допущения.

Поток № 1 имеет постоянные числа заявок в пачках k = 10.
Поток № 2 имеет экспоненциальное распределение чисел заявок в пачках со сред-

ним значением ke = 0,5k = 5 и коэффициентом вариации v2 = 1. При моделирова-
нии число заявок формируется как округление до ближайшего целого от случайной
величины, распределенной по экспоненциальному закону.

76



0,0

2,0

4,0

6,0

8,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

Рис. 1. Зависимости значений дисперсий для трех групповых пуассоновских потоков
от коэффициента загрузки (сплошная линия – постоянное число заявок в пачках,
точечная линия – пуассоновское распределение чисел заявок в пачках, пунктирная
линия – экспоненциальное распределение)
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Рис. 2. Зависимости средних значений очередей для трех групповых пуассоновских
потоков (сплошная линия – постоянное число заявок в пачках, точечная линия –
пуассоновское распределение чисел заявок в пачках, пунктирная линия – экспонен-
циальное распределение)

Поток № 3 имеет пуассоновское распределение чисел заявок в пачках со средним

значением kn =
1

1,1
k = 9,1 и коэффициентом вариации v2 = 0,1.

В результате все три потока имеют одинаковые значения дисперсий распределе-
ний вероятностей чисел заявок в пачках: Dm(ρ) = k̄(1 + v2)ρ = kρ, что подтвержда-
ется совпадением графиков, показанных на рис. 1.

В соответствии с (3) указанные потоки должны иметь одинаковые зависимости
средних значений очередей от коэффициента загрузки, что подтверждается совпа-
дением графиков, представленных на рис. 2. Учитывая постоянное время обработки
заявки, среднее время задержки в очереди равно произведению среднего размера
очереди на указанное время обработки, следовательно, зависимости от коэффици-
ента загрузки будут иметь аналогичный вид.
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Рис. 3. Зависимости значений дисперсий очередей групповых пуассоновских потоков
(сплошная линия – постоянное число заявок в пачках, точечная линия – пуассонов-
ское распределение чисел заявок в пачках, пунктирная линия – экспоненциальное
распределение)

Зависимости значений дисперсий очередей, представленные на рис. 3, различны
даже при малых загрузках вследствие различия асимметрии распределений вероят-
ностей чисел заявок в пачках рассматриваемых потоков.

§ 4. Заключение

В статье представлено аналитическое исследование статистических характери-
стик групповых пуассоновских потоков с проверкой результатов методом имитаци-
онного моделирования. С помощью интервального метода анализа очередей получе-
ны аналитические формулы для средней длины очереди, среднего квадрата очереди
и дисперсии очереди в СМО с групповым пуассоновским потоком на входе. Пока-
зано, что дисперсия очереди зависит от третьего момента размера пачки заявок во
входящем групповом пуассоновском потоке.
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