
ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 59 2023 Вып. 2

УДК 621.391 : 519.72

© 2023 г. И.В. Воробьев

ПОКРЫВАЮЩИЕ КОДЫ ДЛЯ МЕТРИКИ ЛЕВЕНШТЕЙНА
ФИКСИРОВАННОЙ ДЛИНЫ1

Покрывающим кодом или покрытием называется множество кодовых слов,
такое что объединение шаров с центрами в этих кодовых словах покрывает
все пространство. Как правило, задача состоит в минимизации мощности по-
крывающего кода. Для классической метрики Хэмминга размер минимального
покрывающего кода фиксированного радиуса R известен с точностью до посто-
янного множителя. Аналогичный результат был недавно получен для кодов с R
вставками и кодов с R удалениями. В данной статье изучаются покрытия про-
странства для метрики Левенштейна фиксированной длины, т.е. для R вставок
и R удалений. Для R = 1 и 2 доказываются новые нижние и верхние оцен-
ки минимальной мощности покрывающего кода, которые отличаются лишь в
константу раз.
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§ 1. Введение

Покрывающие коды являются важным объектом в теории кодирования и дис-
кретной математике. Они нашли применения в таких областях, как сжатие дан-
ных [1], схемная сложность [2], поиск ближайшего соседа [3], в различных задачах
на решетках [4] и даже в футбольных тотализаторах [5]. Подробное описание этих
приложений и многих других можно найти в книге [1].

Большинство работ о покрывающих кодах посвящено метрике Хэмминга, т.е.
заменам. В последнее время резко возрос интерес к биологическим приложениям
теории кодирования, в частности к хранению данных с помощью молекул ДНК
(см. [6–8]). Известно, что в ДНК-хранилищах наряду с заменами распространены
также вставки и удаления, что является мотивацией для изучения кодов, исправля-
ющих такие ошибки.

Основным отличием задачи построения покрывающих кодов для случая вставок
и удалений от кодов для замен является отсутствие симметрии. В метрике Хэмминга
объем шара радиуса R не зависит от центра. Это же верно и для случая вставок.
Однако при появлении удалений это свойство нарушается, и объем шара получается
разным для разных центров, что усложняет задачу.

В табл. 1 мы приводим известные результаты о минимальной мощности покры-
вающего кода для случаев R замен, R удалений и R вставок. Величины V q

H(n,R)

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-41-02028.
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Таблица 1
Границы на минимальную мощность покрывающих кодов

Тип покрывающего кода Нижняя граница Верхняя граница Ссылка

Одна замена,
q – степень простого числа

qn

(q − 1)n+ 1

qn(1 + o(1))

(q − 1)n+ 1
[9]

R замен
qn

V
q

H(n,R)

cR logRqn(1 + o(1))

V
q

H(n,R)
[10]

R удалений
qnR! (1 + o(1))

nR(q − 1)R
cR logRqnR! (1 + o(1))

nR(q − 1)R
[11]

R вставок
qn+R

V
q

I (n,R)

cR logRqn+R(1 + o(1))

V
q

I (n,R)
[11]

и V q
I (n,R) обозначают объемы шаров радиуса R для замен и вставок соответствен-

но, т.е.

V q
H(n,R) =

R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i,

V q
I (n,R) =

R
∑

i=0

(

n+R

i

)

(q − 1)i.

Отметим, что для каждого из этих трех случаев верхняя и нижняя границы отлича-
ются в O(R logR) раз. Зависимость же мощности кода от длины одинакова в верхней
и нижней границах. Для случая одной замены и размера алфавита q, равного сте-
пени простого числа, верхняя и нижняя границы асимптотически эквивалентны.

В данной статье мы рассматриваем случай, в котором возможны одновременно
и вставки, и удаления. Мы концентрируемся на случае, когда количество вставок и
удалений одинаково и равно R. Основным результатом статьи является получение
нижних и верхних оценок минимального размера покрывающего кода, которые име-
ют одинаковую (а значит, оптимальную) зависимость от длины кода n для R = 1, 2.

Оставшаяся часть статьи имеет следующую структуру. В § 2 введены основные
обозначения и определения, а § 3 посвящен доказательству нижней границы для
радиуса 1. Затем в § 4 получена верхняя граница минимального размера покрываю-
щего кода. Случай радиуса R > 1 рассматривается в § 5. В § 6 даны заключительные
замечания.

§ 2. Определения и обозначения

Алфавит {0, 1, . . . , q − 1} из q символов будем обозначать через Σq. Множество
последовательностей длины n с символами из алфавита Σq обозначим через Σn

q .

Кодом C будем называть произвольное подмножество в Σn
q . Знак , будет означать

равенство по определению.

О п р е д е л е н и е 1. Расстоянием в метрике Левенштейна фиксированной дли-
ны (fixed length Levenstein metric) между двумя последовательностями x и y одина-
ковой длины назовем минимальное число R, такое что из x можно получить y с по-
мощью R удалений и R вставок. Будем обозначать такое расстояние через dFLL(x,y).

О п р е д е л е н и е 2. Шаром B(x, R) с центром в x и радиусом R в метрике Ле-
венштейна фиксированной длины будем называть множество всех последовательно-
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стей, которые находятся на расстоянии не более R от x, т.е.

B(x, R) , {y ∈ Σn
q | dFLL(x,y) 6 R}.

В случае R = 1 будем обозначать шар через B(x).

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что код C является покрывающим кодом
(или просто покрытием) радиуса R в метрике Левенштейна фиксированной дли-
ны, если объединение шаров радиуса R с центрами в кодовых словах покрывает все
пространство, т.е. иными словами, если

⋃

x∈C

B(x, R) = Σn
q .

В дальнейшем будем называть такой код покрывающим кодом радиуса R, а слова
о метрике Левенштейна фиксированной длины будем опускать. Следующие понятия
являются важными характеристиками, влияющими на размер шара.

О п р е д е л е н и е 4. Серией (run) в строке x будем называть максимальный по
включению непрерывный подотрезок строки x, состоящий из одинаковых символов.
Количество серий в строке x будем обозначать через r(x). Например, r(01101) = 4,
r(000000) = 1.

О п р е д е л е н и е 5. Отрезком чередования (alternating segment) в строке x назы-
вается максимальный по включению непрерывный подотрезок строки x, состоящий
из двух чередующихся символов алфавита, т.е. на четных позициях стоит один сим-
вол, а на нечетных другой. Например, в строке 021211 есть три отрезка чередования:
02, 2121 и 1.

§ 3. Нижняя граница мощности покрытия радиуса 1

Начнем с доказательства простейшей нижней границы мощности покрывающего
кода.

П р е д л о ж е н и е 1. Мощность покрывающего кода C радиуса 1 не меньше чем

qn(1 + o(1))

(q − 1)n2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если у нас есть слово длины n, то количество удалений не
больше n, количество последующих вставок не больше n(q − 1) + 1. Таким обра-
зом, количество покрываемых слов, считая исходное, не больше n2(q − 1)(1 + o(1)).

Поэтому необходимо не менее
qn(1 + o(1))

(q − 1)n2
кодовых слов. N

Эту границу можно улучшить, воспользовавшись методом сферической упаковки
для несимметричных шаров, предложенным в [12,13].

Л е мма 1 [13]. Для любого слова x определим S(x) как множество слов, кото-
рые покрываются шаром с центром в x. Пусть задана весовая функция w : Σn

q → R,
причем для всех x выполняются неравенства

∑

y∈S(x)

w(y) 6 1. (1)

Тогда размер любого покрытия C удовлетворяет неравенству

|C| >
∑

x∈Σn
q

w(x).

Докажем следующую оценку.
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Т е о р е м а 1. Мощность покрывающего кода C радиуса 1 не меньше чем

qn+1(1 + o(1))

(q − 1)2n2
.

Отметим, что эта оценка асимптотически в
q

q − 1
раз превосходит оценку из пред-

ложения 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся леммой 1 для доказательства оценки. В ка-
честве множеств S(x) возьмем шары B(x). Определим весовую функцию

w(x) =
1

max
y∈B(x)

|B(y)| ,

тогда условие (1) выполняется, так как суммируется |B(x)| слагаемых, каждое из
которых не больше |B(x)|−1.

Для объема шара радиуса 1 известна следующая формула [14]:

|B(x)| = r(x)(n(q − 1)− 1) + 2−
a(x)
∑

i=1

(si − 1)(si − 2)

2
, (2)

где a(x) – количество отрезков чередования в x, а si – длины этих отрезков. Вос-
пользуемся следующей верхней оценкой объема шара:

|B(x)| 6 r(x)(q − 1) + 1.

Несложно видеть, что количество серий при одном удалении и одной вставке
может измениться не более чем на 2. Таким образом,

w(x) >
1

(r(x) + 2)n(q − 1) + 1
.

Нам осталось оценить снизу сумму весов всех слов. Число слов с k сериями равно

q(q − 1)k−1

(

n− 1

k − 1

)

,

так как есть q способов выбрать первый символ, а потом надо выбрать позиции начал
всех серий, кроме первого, а также символы для этих серий. Поэтому из леммы 1
вытекает следующее неравенство:

|C| >
n
∑

k=1

q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

(k + 2)n(q − 1) + 1
.

Нам понадобится следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 2. Число серий в случайной строке из Σn
q лежит в интервале

I =

(

(q − 1)n

q
−
√
n lnn,

(q − 1)n

q
+
√
n lnn

)

с вероятностью 1− n− lnn(1+o(1)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что число серий случайного слова дается выра-

жением r(x) = 1 + ξ, где ξ – биномиальная случайная величина Bin
(

n − 1,
q − 1

q

)

.
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Таким образом, вероятность того, что количество серий не попадает в интервал I,
можно оценить по неравенству Хёфдинга [15]:

P

(∣

∣

∣

∣

r(x)− (q − 1)n

q

∣

∣

∣

∣

>
√
n lnn

)

6 2 exp

{−2n ln2 n

n
(1 + o(1))

}

<

< n− lnn(1+o(1)). N

Теперь оценим мощность кода C:

|C| >
n
∑

k=1

q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

(k + 2)n(q − 1) + 1
>
∑

k∈I

q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

(k + 2)n(q − 1) + 1
.

Заметим, что при k ∈ I знаменатель равен
(q − 1)2n2

q
(1+o(1)). Сумма же выраже-

ний в числителе по k ∈ I равна вероятности того, что количество серий в случайной
строке принадлежит отрезку I, умноженной на qn. Воспользовавшись только что
доказанным предложением 2, получаем следующее:

|C| >
∑

k∈I

q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

(k + 2)n(q − 1) + 1
=

qn(1− n− lnn(1+o(1)))

(q − 1)2n2q−1(1 + o(1))
>

>
qn+1

(q − 1)2n2
(1 + o(1)),

что завершает доказательство теоремы. N

§ 4. Верхняя оценка минимальной мощности покрытия радиуса 1

В этом параграфе мы докажем верхнюю оценку минимальной мощности покры-
тия, т.е. докажем существование покрытия определенной мощности.

Нам понадобятся некоторые факты о размерах шаров. В работах [16,17] доказано,
что размер случайного шара радиуса 1 и 2 в метрике Левенштейна фиксированной
длины достаточно близок к своему математическому ожиданию с вероятностью,
стремящейся к 1. Нам нужна чуть более сильная оценка, которая, тем не менее,
доказывается похожим образом.

Введем дополнительное определение.

О п р е д е л е н и е 6. Назовем слово x ∈ Σn
q плохим, если выполнено хотя бы одно

из следующих условий:

1. Число серий не принадлежит интервалу

I =

(

q − 1

q
n−

√
n lnn,

q − 1

q
n+

√
n lnn

)

.

2. Максимальный отрезок чередования имеет длину не менее 4 logn.
Множество плохих слов будем обозначать через B. Все остальные слова назовем
хорошими и будем обозначать через G.

Л е мма 2. Справедливы следующие утверждения:

1. Количество плохих слов не превосходит o
(

qn

n2

)

;

2. Количество хороших слов не менее qn(1− o(n−2));
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3. Размер шара B(x) для x ∈ G имеет порядок

|B(x)| ∼ n2(q − 1)2

q
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение 1. Как было показано выше в пред-

ложении 2, количество серий r(x) не принадлежит интервалу I =
(

q − 1

q
n−√

n lnn,
q − 1

q
n+

√
n lnn

)

с вероятностью 6 n− lnn(1+o(1)).

Теперь оценим вероятность появления отрезка чередования длины k = 4 logn. Ве-
роятность конкретного отрезка чередования в конкретном месте равна q−k. Оценим
вероятность существования отрезка чередования длины k как сумму вероятностей
по всем позициям и по всем парам символов алфавита:

P(существование отрезка чередования длины k) 6 q2q−kn = o(n−2).

Утверждение 2 тривиально следует из предыдущего.
Утверждение 3 следует из определения хороших слов и формулы (2) для размера

шара. N

Теперь докажем случайную верхнюю границу.

Т е о р е м а 2. Существует покрытие C радиуса 1 и мощности не более

2qn+1 lnn

(q − 1)2n2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Опишем покрывающий код C. Все плохие слова сразу до-
бавим в код C. Хорошие слова будем включать в код случайным образом, а именно
каждое хорошее слово будем включать в код независимо с вероятностью p. Для каж-
дого хорошего слова x определим вероятность p0 того, что оно не покрыто. Тогда

p0 6 (1− p)|B(x)| = (1 − p)
n2(q−1)2

q
(1+o(1)).

В конце добавим все непокрытые слова в код.
Математическое ожидание размера кода оценивается следующим образом:

E |C| 6 qn(p+ p0) + o(qn/n2).

Если взять p =
2q lnn

(q − 1)2n2
, то получим

p0 6 e−2 lnn(1+o(1)) = n−2+o(1),

а математическое ожидание размера кода не превосходит

2qn+1 lnn

(q − 1)2n2
(1 + o(1)).

Очевидно, что существует код, размер которого не превосходит математического
ожидания. N

Отметим, что случайная верхняя граница отличается от доказанной ранее ниж-
ней в O(lnn) раз. Эту границу можно улучшить, строя покрытия из покрытий в про-
странствах меньшей размерности, а также кодов, покрывающих не все пространство,
но его существенную часть. Наше рассуждение во многом повторяет работу [11], где
похожая лемма использовалась для построения покрывающих кодов для случая од-
ной вставки. Также аналогичная стратегия использовалась в работе [18].
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Л е мма 3. Пусть

S, T ⊂ Σn1
q , T = Σn1

q \
⋃

x∈S

B(x).

Пусть код Cn2 длины n2 является покрывающим кодом радиуса 1 в метрике Ле-
венштейна фиксированной длины. Тогда код

(S ⊗ Σn2
q ) ∪ (T ⊗ Cn2)

является покрывающим кодом радиуса 1, длины n1+n2 и размера |S|qn2 + |T ||Cn2 |,
где

A⊗B = {ab | a ∈ A, b ∈ B},

а ab – конкатенация слов a и b.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольное слово длины n = n1 + n2. Разо-
бьем его на две части xy, где длина x равна n1, а длина y равна n2. Если x покры-
вается множеством S, то и все слово покрыто множеством S ⊗ Σn2

q . В противном
случае x ∈ T . Так как код Cn2 покрывает все слова y длины n2, то в этом случае
xy покрывается множеством T ⊗ Cn2 .

Определим функцию µ(n, q) следующим образом. Пусть µ(1, q) = 1. Для n > 1
определим µ(n, q) как минимальное число, такое что существуют натуральные числа
n1 и n2, n = n1 + n2, а также множества S, T ⊂ Σn1

q , где S покрывает Σn1
q \ T ,

удовлетворяющие неравенству

|S|+ µ(n2, q)|T |
n2
2

6
µ(n, q)qn1

n2
. (3)

Следующая лемма позволит нам доказать верхнюю границу мощности мини-
мального покрытия с помощью индукции.

Л е мма 4. Справедливы следующие утверждения:

1. Для любого n > 1 существуют натуральные числа n1 и n2, n = n1 + n2, а так-
же множества S, T ⊂ Σn1

q , где S покрывает Σn1
q \T , удовлетворяющие неравен-

ству (3);

2. Для любого q для верхнего предела µ̄(q) , lim sup
n→∞

µ(n, q) справедливо неравенство

µ̄(q) 6 µ(q), где µ(q) определяется как минимальное положительное значение

µ(q) =
c(1− α)2

α2
(

(1− α)2 − e−
c(q−1)2

q

) (4)

по всем c > 0 и α ∈ (0, 1);

3. При q → ∞ выполняется µ(q) = O(q−1). Точнее, подставляя c =
5,282

q
и α =

= 0,851, получаем µ(q) 6
9,459

q
(1 + o(1)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1 леммы следует из определения функции
µ(n, q).

Для доказательства утверждения 2 покажем, как можно строить множества S
и T . На длине n1 построим множество S0 ⊂ G ⊂ Σn1

q случайным образом, вклю-
чая в него каждое хорошее слово с вероятностью p. Определим S как объединение
множества S0 с плохими словами S = S0 ∪ B.
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Пользуясь леммой 2, оценим математическое ожидание величины

W = |S|+ µ(n2, q)|T |
n2
2

,

равной выражению в левой части (3), при n → ∞ следующим образом:

EW 6 o

(

qn1

n2
1

)

+ qn1p+
µ(n2, q)q

n1(1− p)
n2
1(q−1)2

q
(1+o(1))

n2
2

.

Пусть p =
c

n2
1

, n1 = αn, n2 = (1 − α)n. Формально следовало бы написать ⌊αn⌋,
но мы будем игнорировать целые части, так как мы все равно делаем оценку с точ-
ностью до умножения на 1+ o(1). Тогда неравенство можно переписать следующим
образом:

EW 6
cqn1

α2n2
(1 + o(1)) +

qn1µ(n2, q)e
− c(q−1)2

q
(1+o(1))

(1− α)2n2
=

=
qn1

n2

(

c

α2
+

µ(n2, q)e
− c(q−1)2

q

(1− α)2

)

(1 + o(1)),

откуда следует, что выполняется неравенство

µ(n, q) 6

(

c

α2
+

µ(n2, q)e
−

c(q−1)2

q

(1− α)2

)

(1 + o(1)). (5)

Зафиксируем α ∈ (0, 1) и c > 0 и возьмем верхний предел левой и правой части
при n → ∞. Получим

µ̄(q) 6
c

α2
+

µ̄(q)e−
c(q−1)2

q

(1 − α)2
.

Пусть c и α выбраны так, что выполняется неравенство

e−
c(q−1)2

q

(1− α)2
< 1.

Тогда µ̄(q) < +∞, так как из неравенства (5) следует, что если для некоторого
достаточно большого M выполняется µ(n2, q) > M , то µ(n, q) < µ(n2, q). Элементар-

ные преобразования приводят к формуле (4). Выполнение неравенства
e
−

c(q−1)2

q

(1− α)2
< 1

эквивалентно тому условию, что µ(q) должно быть положительно. Утверждение 2
доказано.

Для доказательства утверждения 3 убедимся, что если положить c =
A

q
, то

µ(q) 6
A(1 − α)2

qα2((1 − α)2 − e−A)
(1 + o(1)),

откуда следует µ(q) = O(q−1). Значения параметров A и α найдены с помощью
компьютерного перебора. N

Для q = 2 константа µ(2) ≈ 18,53 при c ≈ 11,42 и α ≈ 0,85. Для q = 3 константа
µ(3) ≈ 6,95 при c ≈ 4,28 и α ≈ 0,85.
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Теперь мы готовы к доказательству верхней границы.

Т е о р е м а 3. Существует покрытие C радиуса 1 мощности

M 6
µ(n, q)qn

n2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем доказывать теорему по индукции. Для n = 1 функ-
ция µ(1, q) = 1, и утверждение теоремы очевидно выполнено.

Допустим, что теорема доказана для всех длин не выше n − 1. Применяя лем-
му 4, получаем, что существуют множества S, T ⊂ Σn1

q , где S покрывает Σn1
q \ T ,

удовлетворяющие неравенству (3). Применяя к этим множествам лемму 3, получа-

ем, что существует покрывающий код длины n и мощности M 6
µ(n, q)qn

n2
, что и

требовалось. N

Сравнивая полученные в нашей статье нижнюю и верхнюю границу, получаем,

что при n → ∞ они отличаются в
µ(q)(q − 1)2

q
раз. Как следует из последнего утвер-

ждения леммы 4, при q → ∞ это отношение стремится к константе, не большей
9,459.

§ 5. Случай радиуса, большего 1

В данном параграфе обсуждается обобщение полученных результатов на случай
радиуса R > 1.

5.1. Нижняя граница. Снова начнем с наивной нижней границы мощности по-
крытия.

П р е д л о ж е н и е 3. Мощность покрывающего кода C радиуса R не меньше чем

qn(R!)2(1 + o(1))

(q − 1)Rn2R
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если у нас есть слово длины n, то количество удалений не

больше
(

n

R

)

, а количество последующих вставок не больше

R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i =

(

n

R

)

(q − 1)R(1 + o(1)).

Таким образом, количество покрываемых слов не больше

(

n

R

)2

(q − 1)R(1 + o(1)).

Поэтому необходимо не менее чем
qn(R!)2(1 + o(1))

(q − 1)Rn2R
кодовых слов.

Докажем более сильную оценку.

Т е о р е м а 4. Мощность покрывающего кода C радиуса R не меньше чем

qn+R(R!)2

(q − 1)2Rn2R
(1 + o(1)).

Отметим, что эта оценка асимптотически в
(

q

q − 1

)R

раз превосходит наивную.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Снова воспользуемся леммой 1 для доказательства оцен-
ки, только теперь S(x) = B(x, R). Аналогично случаю R = 1 определим весовую
функцию

w(x) =
1

max
y∈B(x,R)

|B(y, R)| ,

что гарантирует выполнение условия (1).
Для объема шара радиуса R > 1 точной формулы не известно, но мы можем

использовать следующую верхнюю оценку:

|B(x, R)| 6
(

r(x) +R− 1

R

) R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i,

где первый множитель – это максимальное количество слов, которое может полу-
читься из x после R удалений [19], а второй – количество различных слов, которые
могут получиться из одного слова длины n−R с помощью R вставок [20].

Отметим, что количество серий при R удалениях и R вставках может измениться
не более чем на 2R. Таким образом,

w(x) >
1

(

r(x) + 3R − 1

R

) R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i
.

Вспоминая, что число слов с k сериями равно q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

, из леммы 1
получаем оценку

|C| >
n
∑

k=1

q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

(

k + 3R − 1

R

) R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i
>
∑

k∈I

q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

(

k + 3R − 1

R

) R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i
.

Заметим, что для k ∈ I

(

k + 3R− 1

R

) R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i =
nR(q − 1)R

R!qR
nR(q − 1)R

R!
(1 + o(1)). (6)

В то же время из предложения 2 следует, что

∑

k∈I

q(q − 1)k−1

(

n− 1

k − 1

)

= qn
(

1− n− lnn(1+o(1))
)

. (7)

Используя формулы (6), (7), получаем

|C| >
∑

k∈I

q(q − 1)k−1
(

n− 1

k − 1

)

(

k + 3R − 1

R

) R
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i
=

=
(R!)2qR(1 + o(1))

n2R(q − 1)2R

∑

k∈I

q(q − 1)k−1

(

n− 1

k − 1

)

=
qn+R(R!)2

(q − 1)2Rn2R
(1 + o(1)),

что завершает доказательство теоремы. N
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5.2. Верхняя граница. Для доказательства верхней границы мощности мини-
мального покрытия нам необходима нижняя граница мощности шара. В работе [17]
была сформулирована следующая гипотеза об объеме шара в метрике Левенштейна
фиксированной длины.

Г и п о т е з а 1. Для размера шара B(x, R) со случайно выбранным согласно рав-
номерному распределению центром выполняется следующее:

E |B(x, R)| = (q − 1)2R

(R!)2qR
n2R + o(n2R),

P

(∣

∣

∣

∣

|B(x, R)| − (q − 1)2R

(R!)2qR
n2R

∣

∣

∣

∣

= o(n2R)

)

= 1− o(1).

На текущий момент гипотеза доказана только для R = 1, 2 (см. [16, 17]). Но для
нашего метода доказательства нам нужно более точное утверждение о концентрации
мощностей шаров, а именно следующее.

Г и п о т е з а 2. Для размера шара B(x, R) со случайно выбранным согласно рав-
номерному распределению центром выполняется следующее:

P

(∣

∣

∣

∣

|B(x, R)| − (q − 1)2R

(R!)2qR
n2R

∣

∣

∣

∣

> n2R−0,5 lnn

)

= o(n−2R).

Для случая R = 1 доказательство гипотезы 2 фактически приведено в § 4. До-
казательство гипотезы 1 для случая R = 2, приведенное в работе [17], работает и
для гипотезы 2 с минимальными изменениями. Для R > 2 задача доказательства
гипотезы 2 остается открытой.

Мы же докажем, что из выполнения гипотезы 2 следует верхняя оценка мощно-
сти покрытия.

Т е о р е м а 5. В случае выполнения гипотезы 2 существует покрытие C ради-

уса R и мощности M 6
λqn

n2R
для некоторой константы λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем по индукции по длине кода n.
Для любого фиксированного n0 мы можем добиться выполнения утверждения тео-
ремы выбором достаточно большой константы λ. Допустим, что теорема доказана
для всех длин не выше n− 1, n > n0, и докажем ее для длины n. Нам понадобится
следующее утверждение, аналогичное лемме 3.

Л е мма 5. Пусть

S, T ⊂ Σn1
q , T = Σn1

q \
⋃

x∈S

B(x, R).

Пусть код Cn2 длины n2 является покрывающим кодом радиуса R в метрике Ле-
венштейна фиксированной длины. Тогда код

(S ⊗ Σn2
q ) ∪ (T ⊗ Cn2)

является покрывающим кодом радиуса R, длины n1+n2 и размера |S|qn2 + |T ||Cn2 |,
где

A⊗B = {ab | a ∈ A, b ∈ B},

а ab – конкатенация слов a и b.

Доказательство леммы полностью аналогично доказательству леммы 3.
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Теперь построим множества S и T . Сначала добавим в множество S все слова x,
для которых выполнено неравенство
∣

∣

∣

∣

|B(x, R)| − (q − 1)2R

(R!)2qR
n2R
1

∣

∣

∣

∣

> n2R−0,5
1 lnn1.

Остальные слова будем включать в множество независимо с вероятностью p.

Оценим математическое ожидание величины W = |S|+ λ|T |

n2R
2

. Оценка математи-
ческого ожидания

E |S| < o

(

qn1

n2R
1

)

+ qn1p

следует из гипотезы 2. Для оценки математического ожидания мощности множе-
ства T отметим, что для попадания слова x /∈ S в это множество все слова из шара
B(x, R) должны быть не включены в множество S, т.е.

E |T | 6 qn1(1 − p)|B(x,R)| 6 qn1(1 − p)
(q−1)2R

(R!)2qR
n2R
1 (1+o(1))

,

где последнее неравенство следует из того, что x не лежит в множестве S, а значит,
для него выполнено
∣

∣

∣

∣

|B(x, R)| − (q − 1)2R

(R!)2qR
n2R
1

∣

∣

∣

∣

6 n2R−0,5
1 lnn1.

Итак, математическое ожидание EW оценивается следующим образом:

EW 6 o
( qn1

n2R
1

)

+ qn1p+
qn1λ(1 − p)

(q−1)2R

(R!)2qR
n2R
1 (1+o(1))

n2R
2

.

Пусть p =
c

n2R
1

, n1 = αn, n2 = (1 − α)n. Тогда неравенство можно переписать
в виде

EW 6
cqn1

α2Rn2R
(1 + o(1)) +

qn1λe
− c(q−1)2R

(R!)2qR
(1+o(1))

(1− α)2Rn2R
=

=
qn1

n2R





c

α2R
+

λe
− c(q−1)2R

(R!)2qR

(1− α)2R



 (1 + o(1)).

Подберем α, c и λ так, чтобы выполнялось неравенство

c

α2R
+

λe
−

c(q−1)2R

(R!)2qR

(1 − α)2R
< λ.

Тогда при достаточно большом n > n0 будет выполнено

EW 6
λqn1

n2R
.

Возьмем множества S и T , для которых выполнено неравенство W 6
λqn1

n2R
. При-

меняя лемму 5 к ним, а также к минимальному покрытию Cn2 , верхняя оценка на
мощность которого известна из предположения индукции, получаем новое покрытие
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радиуса R, мощность которого не превосходит

|S|qn2 + |T ||Cn2 | 6
λqn

n2R
,

что завершает доказательство теоремы. N

Таким образом, для R = 2 верна верхняя оценка мощности минимального по-

крытия
λqn

n2R
, которая отличается от нижней лишь в константу раз.

§ 6. Заключение

В статье доказаны новые нижние и верхние оценки минимальной мощности по-
крывающего кода для метрики Левенштейна фиксированной длины при R = 1 и 2.
Как и в случае покрывающих кодов для замен, вставок и удалений, нижние и верх-
ние оценки отличаются лишь в константу раз. Доказательство аналогичных резуль-
татов для R > 2 сведено к гипотезе 2 о распределении размера шара в метрике
Левенштейна фиксированной длины со случайно выбранным центром. Естествен-
ным следующим шагом исследования является доказательство гипотезы 2, которая
интересна не только своей связью с покрывающими кодами, но и как самостоятель-
ный факт.
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