
ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 60 2024 Вып. 1

УДК 621.391 : 519.72

© 2024 г. Х. Гутьеррес-Гутьеррес, И. Барасоайн-Эчепаре,
М. Саррага-Родригес, Ш. Инсаусти

ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ПРЕДЕЛОВ СЖАТИЯ ДАННЫХ
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ИСТОЧНИКОВ ВЕКТОРНЫХ

ПРОЦЕССОВ АВТОРЕГРЕССИИ СО СКОЛЬЗЯЩИМ СРЕДНИМ1

Для определенных нестационарных источников вещественных гауссовских
векторных процессов авторегрессии со скользящим средним (ARMA-процессов)
вычисляются скорость создания дифференциальной энтропии и скорость как
функция искажения.

Ключевые слова: векторная авторегрессия со скользящим средним (ARMA),
сжатие данных, скорость создания дифференциальной энтропии, скорость как
функция искажения.

DOI: 10.31857/S0555292324010029, EDN: OZSXLJ

§ 1. Введение

В работе [1] Шеннон ввел два фундаментальных предела (термин, предложен-
ный Вайнером в [2]) для сжатия данных: энтропия источника (аналогом которой
для непрерывных источников является скорость создания дифференциальной эн-
тропии [3]) и скорость как функция искажения. Однако для векторных источников
в литературе было получено очень мало выражений в замкнутом виде для этих фун-
даментальных пределов. Наиболее примечательным исключением является замкну-
тое выражение, полученное Томсом и Бергером в [4] для некоторых нестационарных
вещественных гауссовских векторных источников с авторегрессией. В настоящей
статье мы распространим их результат на векторные ARMA-источники. Мы также
получим выражение в замкнутом виде для скорости создания дифференциальной
энтропии таких векторных ARMA-источников. Для вычисления этих двух величин
мы сперва докажем два новых математических результата, касающихся автокор-
реляционных матриц векторных ARMA-процессов. Хотя в литературе существуют
и другие теоремы об автокорреляционных матрицах векторных ARMA-процессов
(см., например, [5]), их условия трудно проверяемы на практике. Основное преиму-
щество наших новых результатов заключается в том, что их условия легко проверить
с помощью хорошо известных численных методов.

Дальнейшая часть статьи имеет следующую структуру. В § 2 получены два но-
вых результата о векторных ARMA-процессах. В § 3 эти результаты применяются
для вычисления двух фундаментальных пределов сжатия данных для некоторых
нестационарных векторных ARMA-источников.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Министерства науки и инноваций
Испании в рамках проекта MADDIE (номер проекта PID2022-137099NB-C44).
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§ 2. Два новых результата о векторных ARMA-процессах

2.1. Обозначения и определения. В этом пункте приведем обозначения для блоч-
но-теплицевых матриц, которые будут использоваться далее по всей статье, а также
напомним три известных определения, касающиеся стохастических векторных про-
цессов.

Для непрерывной 2π-периодической функции

F : R → C
N×N

через Tn(F ) обозначим блочно-теплицеву матрицу с n× n блоками размера N ×N
вида

[Tn(F )]j,k = Fj−k, j, k ∈ {1, . . . , n},

где {Fk}k∈Z – последовательность коэффициентов Фурье функции F . Если F имеет
вид

F (ω) = IN +

p∑

k=1

e−kωi
F−k, ∀ω ∈ R,

для некоторого p ∈ N, то через Ψp(F ) обозначается ее сопровождающая матрица

Ψp(F ) =

(
−F−1 . . . − F−(p−1) −F−p

I(p−1)N 0(p−1)N×N

)
,

где Im – единичная матрица размера m × m, а 0m×n – нулевая матрица размера
m× n.

Всюду далее для матрицы A ∈ Cn×n через ρ(A) будем обозначать ее спектраль-
ный радиус (т.е. максимальный модуль ее собственных значений), а через σ1(A)
и σn(A) – ее наибольшее и наименьшее сингулярные числа соответственно. Если
матрица A эрмитова, то через λ1(A) и λn(A) будем обозначать ее наибольшее и наи-
меньшее собственные значения соответственно.

Теперь напомним понятие асимптотически стационарного процесса в широком
смысле (AWSS-процесса), введенное для скалярных процессов в [6, с. 225] и обоб-
щенное на векторные процессы в [7, определение 7.1 и теорема 4.3].

О п р е д е л е н и е 1. Пусть функция X : R → CN×N непрерывна и 2π-периодична.
Случайный N -мерный процесс {xn} называется AWSS-процессом с (асимптотиче-
ской) спектральной плотностью мощности (СПМ) X , если он имеет постоянное сред-
нее, множество {‖E(xn:1x

∗
n:1)‖2} ограничено и

lim
n→∞

‖E(xn:1x
∗
n:1)− Tn(X)‖F√

n
= 0, (1)

где

xn:1 =




xn

xn−1

...
x1


 , ∀n ∈ N,

через ∗ обозначено эрмитово сопряжение, E – математическое ожидание, ‖ · ‖2 –
cпектральная норма, а ‖ · ‖F – норма Фробениуса.

5



Следует отметить, что векторный WSS-процесс {xn} с непрерывной СПМ X яв-
ляется AWSS-процессом с СПМ X , поскольку в силу того, что

{E(xn:1x
∗
n:1)} = {Tn(X)},

равенство (1) выполняется и {‖E(xn:1x
∗
n:1)‖2} ограничено (см., например, [7, теоре-

ма 4.3]).

Теперь напомним понятие (одностороннего) векторного ARMA-процесса.

О п р е д е л е н и е 2. ARMA-процессом называется N -мерный процесс {xn} с ну-
левым средним, такой что

xn =

n−1∑

k=0

B−kwn−k −
n−1∑

ℓ=1

A−ℓxn−ℓ, ∀n ∈ N, (2)

где

A−ℓ ∈ C
N×N , ∀ℓ ∈ N,

B−k ∈ C
N×N , ∀k ∈ N ∪ {0},

а {wn} – N -мерный процесс с нулевым средним c

E(wjw
∗
h) = δj,hW, ∀j, h ∈ N,

где δ – символ Кронекера, а W – положительно определенная матрица размера
N ×N (т.е. процесс {wn} – векторный белый шум).

Если det(B0) 6= 0, то без ограничения общности можно считать, что B0 = IN
(см. Приложение A). Этот факт хорошо известен в скалярном случае, т.е. для N = 1
(см., например, [8]).

Заметим, что уравнение (2) можно переписать в виде

n−1∑

k=0

A−kxn−k =

n−1∑

k=0

B−kwn−k, ∀n ∈ N,

где A0 = IN . Предположим, что

∞∑

k=0

‖A−k‖F < ∞ и
∞∑

k=0

‖B−k‖F < ∞,

тогда из [7, Приложение B] получаем, что

Tn(A)xn:1 = Tn(B)wn:1, ∀n ∈ N,

где

A(ω) = IN +

∞∑

k=1

e−kωi
A−k

и

B(ω) =

∞∑

k=0

e−kωi
B−k
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для всех ω ∈ R. Таким образом, {E(xn:1x
∗
n:1)} можно выразить через блочно-тепли-

цевы матрицы как
{
E(xn:1x

∗
n:1)
}
=
{
(Tn(A))

−1Tn(A)E(xn:1x
∗
n:1)(Tn(A))

∗((Tn(A))
∗)−1

}
=

=
{
(Tn(A))

−1
E(Tn(A)xn:1x

∗
n:1(Tn(A))

∗)((Tn(A))
∗)−1

}
=

=
{
(Tn(A))

−1
E(Tn(A)xn:1(Tn(A)xn:1)

∗)((Tn(A))
∗)−1

}
=

=
{
(Tn(A))

−1
E(Tn(B)wn:1(Tn(B)wn:1)

∗)((Tn(A))
∗)−1

}
=

=
{
(Tn(A))

−1
E(Tn(B)wn:1w

∗
n:1(Tn(B))∗)((Tn(A))

∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1Tn(B)E(wn:1w
∗
n:1)(Tn(B))∗((Tn(A))

∗)−1
}
=

=
{
(Tn(A))

−1Tn(B)Tn(W )(Tn(B))∗
(
(Tn(A))

−1
)∗}

, (3)

поскольку

det(Tn(A)) = 1 6= 0, ∀n ∈ N.

Следует отметить, что блочно-теплицева матрица Tn(W ) является блочно-диаго-
нальной матрицей с блоками размера N × N на главной диагонали, равными W .
Если N = 1, то W – дисперсия шума, обычно обозначаемая через σ2.

Теперь можно напомнить понятие векторного ARMA(p, q)-процесса.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть процесс {xn} такой, как в определении 2, где B0 = IN .
Если существуют p, q ∈ N, такие что

A−ℓ = 0N×N , ∀ℓ > p

и

B−k = 0N×N , ∀k > q,

то {xn} называется векторным ARMA(p, q)-процессом. Заметим, что последователь-
ность его автокорреляционных матриц {E(xn:1x

∗
n:1)} задается уравнением (3), где

A(ω) = IN +

p∑

k=1

e−kωi
A−k

и

B(ω) = IN +

q∑

k=1

e−kωi
B−k.

Скалярные ARMA(p, q)-модели часто используются в сжатии сигналов (см., на-
пример, [9]).

2.2. Oб автокорреляционных матрицах некоторых векторных ARMA-процессов.
Первый из наших результатов дает достаточное условие, при котором векторный
ARMA(p, q)-процесс является AWSS-процессом.

Т е о р е м а 1. Пусть {xn} – процесс из определения 3. Если ρ(Ψp(A)) < 1, то

1. Множество {‖E(xn:1x
∗
n:1)− Tn(X)‖F}, где

X(ω) = (A(ω))−1B(ω)W (B(ω))∗((A(ω))−1)∗

для всех ω ∈ R, ограничено;

2. {xn} является AWSS-процессом с СПМ X.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Так как ρ(Ψp(A)) < 1, то в силу [10, теорема 6] имеем
det(A(ω)) 6= 0 для всех ω ∈ R, и множество {‖(Tn(A))

−1‖2} ограничено. Из (3) и
[7, лемма 4.2] получаем
∥∥E(xn:1x

∗
n:1)− Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F
=

=
∥∥(Tn(A))

−1Tn(B)Tn(W )(Tn(B))∗
(
(Tn(A))

−1
)∗ − Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F
6

6
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2
×

×
∥∥Tn(B)Tn(W )(Tn(B))∗

(
(Tn(A))

−1
)∗ − Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F
6

6
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2

(∥∥Tn(BW )(Tn(B))∗((Tn(A))
∗)−1 − Tn

(
BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗

(
A−1

)∗)− Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F

)
6
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2
×

×
(∥∥((Tn(A))

∗)−1
∥∥
2

∥∥Tn(BW )(Tn(B))∗ − Tn

(
BWB∗

(
A∗
)−1)

(Tn(A))
∗
∥∥
F
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗

(
A−1

)∗)− Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F

)
6

6
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2

(∥∥((Tn(A))
−1
)∗∥∥

2

(∥∥Tn(BW )Tn(B
∗)− Tn(BWB∗)

∥∥
F
+

+
∥∥Tn(BWB∗)− Tn

(
BWB∗(A∗)−1

)
Tn(A

∗)
∥∥
F

)
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗

(
A−1

)∗)− Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F

)
=

=
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2

(∥∥(Tn(A))
−1
∥∥
2

(∥∥Tn(BW )Tn(B
∗)− Tn(BWB∗)

∥∥
F
+

+
∥∥Tn

(
BWB∗(A∗)−1

)
Tn(A

∗)− Tn

(
BWB∗(A∗)−1A∗

)∥∥
F

)
+

+ ‖Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)− Tn

(
AA−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F

)

для всех n ∈ N. Для завершения доказательства остается показать, что множества
{∥∥Tn(BW )Tn(B

∗)− Tn(BWB∗)
∥∥
F

}
,

{
‖Tn

(
BWB∗(A∗)−1

)
Tn(A

∗)− Tn

(
BWB∗(A∗)−1A∗

)∥∥
F

}
,

{∥∥Tn(A)Tn

(
A−1BWB∗

(
A−1

)∗)− Tn

(
AA−1BWB∗

(
A−1

)∗)∥∥
F

}

ограничены. Это следует из [11, лемма 2] и того факта, что A, A∗ и B∗ – тригоно-
метрические многочлены.

2. Это является прямым следствием утверждения 1 и [10, теорема 8]. N

В теореме 1 мы доказали, что ρ(Ψp(A)) < 1 является достаточным условием для
того, чтобы векторный ARMA(p, q)-процесс был AWSS-процессом. В [5, теорема 8]
было получено другое достаточное условие, а именно:

inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0 и inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0.

В Приложении B мы покажем, что эти условия равносильны. Однако основным
преимуществом нового условия ρ(Ψp(A)) < 1 является то, что его выполнение легко
проверять, используя, например, степенной метод – классический численный метод
для нахождения cпектрального радиуса матрицы. Напротив того, проверка условия

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0,

приведенного в [5, теорема 8], представляет собой в общем случае трудноразреши-
мую задачу, поскольку для этого требуется вычислить наименьшее сингулярное чис-
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ло бесконечного количества матриц. Кроме того, в теореме 1 мы также установили,
что скорость сходимости последовательности
{‖E(xn:1x

∗
n:1)− Tn(X)‖F√

n

}

равна O
(

1
√

n

)
.

Наш второй результат касается собственных значений автокорреляционных мат-
риц некоторых векторных ARMA(p, q)-процессов.

Т е о р е м а 2. Пусть {xn} – процесс из определения 3.
1. Если ρ(Ψp(A)) < 1, то

sup
n∈N

λ1(E(xn:1x
∗
n:1)) < ∞;

2. Если ρ(Ψq(B)) < 1, то

0 < inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
∗
n:1)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. По теореме 1 процесс {xn} является AWSS-процессом,
и следовательно, множество {‖E(xn:1x

∗
n:1)‖2} ограничено. Так как E(xn:1x

∗
n:1) поло-

жительно полуопределена для всех n ∈ N, то

‖E(xn:1x
∗
n:1)‖2 = λ1(E(xn:1x

∗
n:1))

для всех n ∈ N.

2. Согласно [10, теорема 6] множество {‖(Tn(B))−1‖2} ограничено. Применяя ра-
венство (3) и [7, теорема 4.3], получаем

λnN (E(xn:1x
∗
n:1)) = σnN (E(xn:1x

∗
n:1)) =

=
1

σ1

(
(E(xn:1x

∗
n:1))

−1
) =

1∥∥(E(xn:1x
∗
n:1))

−1
∥∥
2

=

=
1∥∥(Tn(A))∗((Tn(B))∗)−1(Tn(W ))−1(Tn(B))−1Tn(A)

∥∥
2

>

>
1

‖(Tn(A))∗‖2
∥∥((Tn(B))−1

)∗∥∥
2

∥∥(Tn(W ))−1
∥∥
2

∥∥(Tn(B))−1
∥∥
2
‖Tn(A)‖2

=

=
1

‖Tn(A)‖22
∥∥(Tn(B))−1

∥∥2
2

∥∥Tn(W−1)
∥∥
2

=

=
1

‖Tn(A)‖22
∥∥(Tn(B))−1

∥∥2
2

∥∥W−1
∥∥
2

=

=
λN (W )

‖Tn(A)‖22
∥∥(Tn(B))−1

∥∥2
2

>

>
λN (W )

(
sup
m∈N

‖Tm(A)‖2
)2(

sup
m∈N

∥∥(Tm(B))−1
∥∥
2

)2 , ∀n ∈ N.

Следовательно,

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
∗
n:1)) >

λN (W )
(
sup
n∈N

‖Tn(A)‖2
)2(

sup
n∈N

∥∥(Tn(B))−1
∥∥
2

)2 > 0. N
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§ 3. Вычисление двух фундаментальных пределов теории информации
для некоторых нестационарных векторных ARMA-источников

В работе [1] Шеннон ввел три фундаментальных предела (термин, предложенный
Вайнером в [2]) теории информации: энтропия источника (для непрерывных источ-
ников названная в [3] скоростью создания дифференциальной энтропии), скорость
как функция искажения и пропускная способность канала. Первые два относятся
к сжатию данных, а третий – к передаче информации. Используя математические
результаты, полученные в предыдущем параграфе, мы теперь вычислим два фунда-
ментальных предела сжатия данных для некоторых определенных нестационарных
векторных ARMA-источников.

3.1. Скорость создания дифференциальной энтропии. Формула для скорости
создания дифференциальной энтропии вещественного стационарного гауссовского
скалярного источника была получена Колмогоровым в [12, формула (16)]. Мы обоб-
щим эту формулу на случай вещественных гауссовских векторных AWSS-источ-
ников.

Т е о р е м а 3. Пусть {xn} – N -мерный AWSS-процесс с СПМ X. Предположим,
что {xn} – вещественный гауссовский процесс с нулевым средним. Тогда если

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
⊤
n:1)) > 0,

то

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫

0

ln(det(X(ω))) dω,

где ⊤ обозначает транспонирование, a через h обозначена дифференциальная эн-
тропия (в натуральных единицах ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [3, формула (8.44)] дифференциальная энтропия
(в натуральных единицах) вещественного гауссовского векторного процесса xn:1

с нулевым средним имеет вид

h(xn:1) =
1

2
ln
(
(2πe)nN det

(
E(xn:1x

⊤
n:1)
))

для всех n ∈ N. Следовательно, применяя [7, теорема 6.6] и [13, предложение 2],
имеем

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) = lim

n→∞

1

2n
ln
(
(2πe)nN det

(
E(xn:1x

⊤
n:1)
))

=

= lim
n→∞

1

2n

(
ln(2πe)nN + ln

(
det
(
E(xn:1x

⊤
n:1)
)))

=

= lim
n→∞

(
N

2
ln(2πe) +

1

2n
ln
(
det
(
E(xn:1x

⊤
n:1)
)))

=

=
N

2
ln(2πe) + lim

n→∞

1

2n
ln
(
det
(
E(xn:1x

⊤
n:1)
))

=

=
N

2
ln(2πe) + lim

n→∞

1

2n
ln

(
nN∏

k=1

λk

(
E(xn:1x

⊤
n:1)
)
)

=

=
N

2
ln(2πe) +

1

2
lim

n→∞

1

n

nN∑

k=1

ln
(
λk(E(xn:1x

⊤
n:1))

)
=

10



=
N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫

0

N∑

k=1

ln(λk(X(ω))) dω =

=
N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫

0

ln(det(X(ω))) dω. N

Теперь мы можем вычислить скорость создания дифференциальной энтропии
для некоторых нестационарных векторных ARMA-источников.

С л е д с т в и е 1. Пусть {xn} – процесс из определения 3. Предположим, что
{xn} – вещественный гауссовский процесс. Если ρ(Ψp(A)) < 1 и ρ(Ψq(B)) < 1, то

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫

0

ln

(∣∣∣∣
det(B(ω))

det(A(ω))

∣∣∣∣
2

det(W )

)
dω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Объединяя теоремы 1–3, получаем

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

=
N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫

0

ln
(
det
(
(A(ω))−1B(ω)W (B(ω))∗

(
(A(ω))−1

)∗))
dω. N

Заметим, что для векторных ARMA-источников условие

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
⊤
n:1)) > 0

теоремы 3 заменено на условие, которое можно проверить: ρ(Ψq(B)) < 1. Теперь
докажем, что для векторного WSS-источника с непрерывной СПМ X трудно прове-
ряемое на практике условие теоремы 3 можно заменить на следующее:

det(X(ω)) 6= 0 ∀ω ∈ R.

С л е д с т в и е 2. Пусть {xn} – N -мерный WSS-процесс с непрерывной СПМ X.
Предположим, что {xn} – вещественный гауссовский процесс с нулевым средним.
Если det(X(ω)) 6= 0 для всех ω ∈ R, то

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

N

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫

0

ln(det(X(ω))) dω. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из [13, предложение 3] имеем, что X(ω) положительно по-
луопределена для всех ω ∈ R, и следовательно,

λN (X(ω)) > 0, ∀ω ∈ R.

Значит, так как

det(X(ω)) 6= 0, ∀ω ∈ R,

то

λN (X(ω)) > 0, ∀ω ∈ R.

11



Отсюда, используя [13, предложение 3], получаем

inf
n∈N

λnN (E(xn:1x
⊤
n:1)) = inf

n∈N

λnN (Tn(X)) = min
ω∈[0,2π]

λN (X(ω)) > 0.

Таким образом, применяя теорему 3, получаем равенство (4). N

Выбирая N = 1 в следствии 2, получаем формулу скорости создания дифферен-
циальной энтропии (в натуральных единицах) для вещественного стационарного
гауссовского скалярного источника с нулевым средним:

lim
n→∞

1

n
h(xn:1) =

1

2
ln(2πe) +

1

4π

2π∫

0

ln(X(ω)) dω. (5)

Доказательство формулы (5) приведено также в [6, с. 161–162], но, к сожалению,
там оно содержит две ошибки. Поделив равенство (5) на ln 2, приходим к формуле
для скорости создания дифференциальной энтропии (в битах), полученной Колмо-
горовым (см. [3, формула (12.40)]):

lim
n→∞

1

n
h2(xn:1) =

1

2
log2(2πe) +

1

4π

2π∫

0

log2(X(ω)) dω, (6)

где через h2 обозначена дифференциальная энтропия в битах. Мы даем ссылку
именно на книгу [3], поскольку оригинальная формула, приведенная Колмогоровым
в [12, формула (16)], содержит ошибку. Отметим, что доказательство формулы (6)
не содержится ни в [3], ни в [12].

3.2. Скорость как функция искажения. В [4, теорема 1] Томс и Бергер привели
формулу скорости как функции искажения для некоторых нестационарных веще-
ственных гауссовских векторных источников с авторегрессией, но доказательство
этой формулы ими не приведено. Здесь мы обобщаем эту формулу на векторные
ARMA-источники.

Т е о р е м а 4. Пусть {xn} – процесс из определения 3. Предположим, что {xn} –
вещественный гауссовский процесс. Пусть

ρ(Ψp(A)) < 1

и

det(B(ω)) 6= 0 для всех ω ∈ R.

Пусть

X(ω) = (A(ω))−1B(ω)W (B(ω))∗
(
(A(ω))−1

)∗

для всех ω ∈ R. Если D ∈
(
0,

tr(X0)

N

)
, то

R(D) =
1

4πN

2π∫

0

N∑

k=1

max

{
0, ln

λk

(
X(ω)

)

θ

}
dω, (7)

где θ – вещественное число, такое что

D =
1

2πN

2π∫

0

N∑

k=1

min
{
θ, λk(X(ω))

}
dω. (8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя теорему 1, получаем, что {xn} – AWSS-процесс
с СПМ X . Так как матрица E(xn:1x

⊤
n:1) положительно полуопределена для всех

n ∈ N, из [13, предложение 2] следует, что X(ω) положительно полуопределена для
всех ω ∈ R. Имеем

det(X(ω)) =

∣∣∣∣
det(B(ω))

det(A(ω))

∣∣∣∣
2

det(W ) 6= 0, ∀ω ∈ R,

и из равенства (3) получаем

det
(
E(xn:1x

⊤
n:1)
)
=

∣∣∣∣
det(Tn(B))

det(Tn(A))

∣∣∣∣
2

det(Tn(W )) = (det(W ))n 6= 0, ∀n ∈ N.

Так как E(xn:1x
⊤
n:1) положительно определена для всех n ∈ N и X(ω) положительно

определена для всех ω ∈ R, то из [14, теорема 1] следует равенство (7). N

Поскольку

{
λk

(
(X(ω))−1

)
: k ∈ {1, . . . , N}

}
=

{
1

λk(X(ω))
: k ∈ {1, . . . , N}

}
, ∀ω ∈ R,

формулы (7) и (8) можно переписать в виде

R(D) =
1

4πN

2π∫

0

N∑

k=1

max
{
0,− ln

(
θλk

(
(X(ω))−1

))}
dω

и

D =
1

2πN

2π∫

0

N∑

k=1

min

{
θ,

1

λk

(
(X(ω))−1

)
}
dω

соответственно. Выбирая B(ω) = IN , получаем формулу скорости как функции ис-
кажения для векторных источников с авторегрессией, приведенную Томсом и Бер-
гером в [4, формулы (8), (9)]:

R(D) =
1

4πN

2π∫

0

N∑

k=1

max
{
0,− ln

(
θλk

(
(A(ω))∗W−1A(ω)

))}
dω

и

D =
1

2πN

2π∫

0

N∑

k=1

min

{
θ,

1

λk

(
(A(ω))∗W−1A(ω)

)
}
dω.

Наконец, следует отметить, что условия, требуемые в следствии 1, являются бо-
лее ограничительными, чем условия в теореме 4, поскольку при ρ(Ψq(B)) < 1 из
[10, теорема 6] следует, что det(B(ω)) 6= 0 для всех ω ∈ R.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Здесь мы покажем, почему без ограничения общности можно считать, что если
det(B0) 6= 0 в определении 2, то B0 = IN .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как det(B0) 6= 0, то равенство (2) можно переписать
в виде

xn =
n−1∑

k=0

B−kB
−1
0 B0wn−k −

n−1∑

ℓ=1

A−ℓxn−ℓ =

=

n−1∑

k=0

B̂−kŵn−k −
n−1∑

ℓ=1

A−ℓxn−ℓ, ∀n ∈ N,

где B̂0 = IN , B̂−k = B−kB
−1
0 и ŵk = B0wk для всех k ∈ N. Тогда

E(ŵk) = E(B0wk) = B0 E(wk) = B00N×1 = 0N×1, ∀k ∈ N,

т.е. {ŵn} является процессом с нулевым средним. Далее,

E(ŵjŵh) = E(B0wj(B0wh)
∗) = E(B0wjw

∗
hB

∗
0) = B0 E(wjw

∗
h)B

∗
0 =

= B0(δj,hW )B∗
0 = δj,hB0WB

∗
0

для всех j, h ∈ N. Для завершения доказательства остается лишь показать, что
матрица B0WB

∗
0 положительно определена. Если u ∈ CN×1 \ 0N×1, то B

∗
0u 6= 0N×1,

поскольку

det(B∗
0) = det(B0) 6= 0.

Так как W положительно определена, то

u∗
B0WB

∗
0u = (B∗

0u)
∗WB

∗
0u > 0. N

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Здесь мы докажем, что условие теоремы 1 равносильно условию, приведенному
в [5, теорема 8], а именно ρ(Ψp(A)) < 1 равносильно тому, что

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0 и inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разобьем доказательство на три шага.
Шаг 1: Докажем, что

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0

тогда и только тогда, когда множество {‖(Tn(A))
−1‖2} ограничено.

С одной стороны, если inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0, то

0 6
∥∥(Tn(A))

−1
∥∥
2
= σ1

(
(Tn(A))

−1
)
=

1

σnN (Tn(A))
6

1

inf
m∈N

σmN (Tm(A))
< ∞

для всех n ∈ N. С другой стороны, если {‖(Tn(A))
−1‖2} ограничено, то

σnN (Tn(A)) =
1

σ1

(
(Tn(A))−1

) =
1∥∥(Tn(A))−1

∥∥
2

>
1

sup
m∈N

∥∥(Tm(A))−1
∥∥
2
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для всех n ∈ N, и следовательно,

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) >
1

sup
n∈N

∥∥(Tn(A))−1
∥∥
2

> 0.

Шаг 2: Покажем, что если det(A(ω)) 6= 0 для всех ω ∈ R, то выполнено условие

inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0.

Так как матрица (A(ω))∗A(ω) эрмитова, то применяя [15, следствие VI.1.6], по-
лучаем, что

inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) = min
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)).

Следовательно, для завершения доказательства этого шага осталось лишь доказать,
что λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0 для всех ω ∈ R. С одной стороны, так как (A(ω))∗A(ω)
положительно полуопределена, то λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0 для всех ω ∈ R. С другой
стороны, так как

det((A(ω))∗A(ω)) = |det(A(ω))|2 6= 0,

то λN ((A(ω))∗A(ω)) 6= 0 для всех ω ∈ R.

Шаг 3: Докажем, что ρ(Ψp(A)) < 1 тогда и только тогда, когда выполнены усло-
вия

inf
n∈N

σnN (Tn(A)) > 0 и inf
ω∈[0,2π]

λN ((A(ω))∗A(ω)) > 0.

Это непосредственно вытекает из шагов 1, 2 и утверждения [10, теорема 6]. N
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