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Обсуждается принцип измерения топологического заряда или представле-
ния, в котором находится набор энионов. Описывается метод измерения и ис-
следуется, как он работает для различных значений параметров теории. Также
предлагается способ, с помощью которого этот метод можно сделать более эф-
фективным.
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§ 1. Введение

Топологический квантовый компьютер – это перспективная модель квантового
компьютера, которая, как ожидается, будет иметь малую вероятность ошибок по
построению [1–3]. Модели такого квантового компьютера основаны на перемещении
квазичастиц, называемых энионами. Эти частицы могут существовать в некоторых
эффективных двумерных теориях и имеют статистику, отличную от фермионов и бо-
зонов. А именно, перемена их местами порождает нетривиальный и в общем случае
неабелев оператор.

Энионы описываются эффективной теорией Черна – Саймонса

SCS =
k

4π

∫

S3

A ∧ dA+
2

3
A ∧ A ∧A. (1)

Эта теория калибровочно-инвариантна, при этом обычно рассматривается калибро-
вочная группа SU(N). Энионы в такой теории могут преобразовываться в разных
представлениях, которые также называют топологическим зарядом.

Квантовые вычисления в модели топологического квантового компьютера осу-
ществляются посредством перемещения энионов, нетривиальные операции при этом
получаются посредством сплетения их траекторий (см. рис. 1). Базовый алгоритм
устроен следующим образом. Во-первых, пара или несколько пар энионов рожда-
ются, затем их траектории сплетаются, и наконец, мы пытаемся аннигилировать
пары энионов, и в зависимости от конечного состояния системы они могут анни-
гилировать или не аннигилировать. Если энионы аннигилировали, то их траекто-
рии образуют узел или зацепление, а амплитуда вероятности такого процесса равна
полиному соответствующего узла [4–6]. Сплетение траекторий соответствует кван-
товой R-матрице, которая определяет элементарную операцию в топологическом
квантовом компьютере.

1 Исследование выполнено при поддержке гранта Российского научного фонда № 23-71-10058.
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Рис. 1. Базовый квантовый алгоритм для топологического квантового компьютера.
Пары энионов рождаются, сплетаются и аннигилируют. Двухмостовое зацепление,
изображенное на рисунке, соответствует одно-кубитным операциям

Простейшее описание кубита [5–7] состоит из двух пар энионов, чьи траекто-
рии составляют двухмостовой узел. С точки зрения теории представлений вся коса,
включающая в себя четыре эниона, находится в тривиальном представлении калиб-
ровочной группы, так как квантовые R-матрицы не меняют неприводимое представ-
ление, в котором находится вся коса любой ширины (подробнее см. в [8–10]). Однако
в произведении представлений, связанных с энионами в косе, может быть несколько
тривиальных представлений. Если все энионы находятся в фундаментальном пред-
ставлении группы SU(N) (энионы, летящие во встречном направлении, при этом
соответствуют антифундаментальному представлению), пространство тривиальных
представлений окажется двумерным. Эти тривиальные представления соответству-
ют различным представлениям, в которых находятся отдельные пары энионов, а не
вся коса.

Существуют также другие подходы к построению топологического квантового
компьютера. В работе [11] вместо группы кос, рассматриваемой в данной статье,
изучается подход, связанный с алгеброй Темперли – Либа. Эта алгебра тесно связана
с группой SU(2) и дает альтернативный подход к вычислению полиномов Джонса.
Эти отличия, однако, несущественны в контексте задачи, рассматриваемой в данной
статье.

В рамках разработки инструментария для обращения с энионами важна зада-
ча измерения состояния кубита без его разрушения. В топологическом квантовом
компьютере мы можем измерить неприводимое представление, в котором находит-
ся коса, состоящая из траекторий энионов. Такое представление также называется
топологическим зарядом энионов. Эта процедура в дальнейшем может быть ис-
пользована для построения многокубитных операций в топологическом квантовом
компьютере [7].

В данной статье обсуждается метод измерения неприводимого представления, из-
вестного также как топологический заряд эниона, и исследуется, как можно сделать
это измерение более точным.

§ 2. Метод измерения

Способ измерения представления, в котором находится какая-либо коса, состо-
ит в оплетении дополнительной нити вокруг измеряемой косы. Другими словами,
мы создаем дополнительную пару вспомогательных энионов и сплетаем один из них
с исследуемой косой, затем мы измеряем вероятность аннигиляции этой вспомо-
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Рис. 2. Процедура измерения с помощью пары вспомогательных энионов. В зависи-
мости от вероятности их аннигиляции мы можем найти представление µ, в котором
находится коса

гательной пары энионов (см. рис. 2). В зависимости от представления, в котором
находится измеряемая коса, эта вероятность будет различной.

Согласно работе [9] вместо косы мы можем рассмотреть одну нить, но в стар-
шем неприводимом представлении. Более того, представление, в котором находится
коса, остается неизменным. В данной статье мы рассмотрим случай N = 2 и косы,
состоящей из двух энионов в фундаментальном представлении. В этом случае коса
может быть в тривиальном или же в симметрическом представлении:

[1]⊗ [1] = ∅+ [2], µ ∈ {∅, [2]}. (2)

Теперь, используя подходы, рассмотренные в [9,12,13], опишем операторы, кото-
рые возникают в таких косах.

§ 3. R-матрицы

Мы рассмотрим трехнитевые косы, как показано на рис. 3. Такие косы состоят
из двух нитей в фундаментальном представлении (эти нити соответствуют вспомо-
гательным энионам) и одной нити в неизвестном представлении, которое мы хотим
измерить (оно может быть тривиальным или же симметрическим). Случай триви-
ального представления очень простой. Тривиальное представление взаимодействует
тривиально со всеми другими представлениями. Это означает, что состояние первой
пары нитей остается неизменным, и соответственно, вероятность успешной их анни-
гиляции равна 1.

Теперь обсудим случай симметрического представления. Так как изначально мы
создали пару энионов в тривиальном представлении, а также есть дополнитель-
ная нить, которая несет на себе симметрическое представление [2], вся коса также
находится в представлении [2]. Тем не менее в такой косе пространство таких пред-
ставлений двумерно. Это можно увидеть из следующего разложения:

[1]⊗ [1]⊗ [2] = ([2] +∅)⊗ [2] = ([4] + [2] +∅) + [2]. (3)

Одно из симметрических представлений появляется, когда первая пара нитей нахо-
дится в тривиальном представлении, а другое – в симметрическом представлении.
Вся коса в этом секторе описывается матрицей B размера 2× 2, которая описывает,
как пара симметрических представлений в начале преобразуется в пару представ-
лений в конце. Так как мы знаем, что состояние в начале отвечает тривиальному
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Рис. 3. Коса, которую нужно рассмотреть для описания взаимодействия между жир-
ной нитью, которая соответствует изучаемому представлению µ, и вспомогательны-
ми энионами. Коса состоит из R-матриц различных типов – матрица R1 соответ-
ствует пересечению между первыми двумя нитями, а матрица R2 – пересечению
между второй парой нитей

представлению по построению, элемент B[1, 1] описывает амплитуду вероятности
аннигиляции, а B[1, 2] – не аннигиляции вспомогательной пары энионов.

Для построения матрицы B нужно описать R-матрицы, возникающие в такой ко-
се. Они описываются с использованием переменной q, которая строится из уровня k
теории Черна – Саймонса и квантовых чисел [n]q, которые являются функциями q:

q = e
2πi
k+2 , [n]q =

qn − q−n

q − q−1
. (4)

Также важно отметить, что физическая теория Черна – Саймонса соответствует це-
лым значениям k. Более того, как обсуждалось в работе [6], k > 6. С помощью
методов, описанных в [9,12,13], можно построить матрицу R2

2, возникающую в косе,
представленной на рис. 3:

R2
2 =













q2[6]q
[2]q[3]q

√

[4]q
[2]q

q4 − q−2

[3]q
√

[4]q
[2]q

q4 − q−2

[3]q

[6]q
[2]q[3]q













. (5)

Это означает, что амплитуда вероятности получения тривиального или симметриче-
ского представления в произведении двух нитей в конце процесса, и соответственно,
амплитуда вероятности энионов аннигиляции или не аннигиляции равна

A∅ =
q2[6]q
[2]q[3]q

,

A2 =

√

[4]q
[2]q

q4 − q−2

[3]q
.

(6)

Если подставить в эти выражения q = eiϕ, они превратятся в

A∅ =
sin 6ϕ sinϕ

sin 2ϕ sin 3ϕ
e2iϕ,

A2 =
√

2 cos 2ϕ 2eiϕ sinϕ =
√

4 cos 2ϕ(1− cos 2ϕ)eiϕ.

(7)

На рис. 4 приведены графики вероятности того, что пара энионов находится в том
или ином представлении.

При k = 10, ϕ = 2π/(k + 2) = π/6 вероятность того, что вспомогательная пара
энионов не аннигилирует, равна 1, если измеряемая коса находится в симметриче-
ском представлении. Это оптимальное значение параметров теории для измерения
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Рис. 4. Вероятности того, что пара вспомогательных энионов находится в симмет-
рическом или тривиальном представлении в зависимости от значения ϕ. Черная
кривая описывает вероятность измерения тривиального представления, серая кри-
вая – симметрического представления

представления или топологического заряда. В этой точке вспомогательные энионы
аннигилируют, только если измеряемое представление тривиально, и не аннигили-
руют, если это представление симметрическое. Для других значений параметров
представление по-прежнему можно измерить, потому что измеряемое представле-
ние не изменяется при измерении, и соответственно, мы можем сделать столько
измерений, сколько нам нужно, но для k = 10 эта процедура оказывается самой
простой.

§ 4. Измерение с помощью нескольких сплетений

Мы можем модифицировать алгоритм измерения так, чтобы он лучше работал
для других значений параметра k. Для этого вместо одного сплетения вспомогатель-
ного эниона с изучаемой косой можно оплести его несколько раз, и только потом
попытаться аннигилировать его со вторым вспомогательным энионом, как показано
на рис. 5. Если представление µ, в котором находится измеряемая нить, тривиально,
то взаимодействие между этой нитью и измеряющим энионом по-прежнему отсут-
ствует. Это означает, что для любого числа сплетений вероятность аннигиляции
в конце петли равна 1.

Если измеряемое представление – симметрическое, то 2b сплетений описываются
степенью b матрицы (5). Матричный элемент, соответствующий не аннигиляции,
равен

A2 =

√

[4]q
[2]q

qb(q3b − q−3b)

[3]q
. (8)

Если подставить значение q = eiϕ в эту формулу, получим следующее:

A2 =
√

8 cos 2ϕ
eibϕ sinϕ sin 3bϕ

sin 3ϕ
(9)
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Рис. 5. Модифицированная процедура измерения с несколькими сплетениями одного
из вспомогательных энионов с измеряемой косой. На рисунке изображен случай
с 2b = 6 сплетениями

Вероятность не аннигиляции максимальна как функция b при

3bϕ =
π

2
+ πn. (10)

Так как мы хотим, чтобы и b, и k были целыми, существует две серии значений k,
удовлетворяющих этому соотношению:









6bπ

k + 2
=

π

2
=⇒ k = 12b− 2,

6bπ

k + 2
=

3π

2
=⇒ k = 4b− 2.

(11)

Все остальные серии, возникающие из формулы (10), являются подмножеством этих
двух серий. Более того, первая из этих серий также является подмножеством второй.
По этой причине мы будем рассматривать только вторую серию решений k = 4b−2.
Теперь найдем вероятность не аннигиляции вспомогательных энионов для этой се-
рии. После подстановки значений k и ϕ = π/2b в (9) получим

P2 = |A2|
2 = 8 cosπ/b

(

sinπ/2b sin 3π/2

sin 3π/2b

)2

=

= 8 cosπ/b
1

(cosπ/b+ 2 cos2(π/2b))
2
= 8 cosπ/b

1

(2 cosπ/b+ 1)2
. (12)

Существует два значения b, для которых эта вероятность равна нулю, а именно
b = 1 и 2; также для b = 3, k = 10 эта вероятность равна 1. После этого производная
вероятности отрицательна, а значит, эта вероятность монотонно убывает. Но предел
вероятности при b → ∞ равен 8/9 ≈ 0,89. Таким образом, при k = 4b − 2, b > 3
вероятность того, что вспомогательные энионы не будут аннигилировать, выше чем
8/9 ≈ 0,89. Это означает, что мы можем отличить тривиальное представление от
симметрического в измеряемой косе с вероятностью почти 90%. Эту вероятность
также можно увеличить с помощью дополнительных измерений.
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§ 5. Заключение

В данной статье мы обсудили возможность измерения топологического заряда
нескольких энионов, которые летят вместе. Основная идея состоит в том, что из-за
топологических свойств энионов топологический заряд, связанный с квантовыми
состояниями топологического квантового компьютера, может быть измерен, не из-
меняя само состояние. Мы показали, что наилучшая теория для таких измерений –
это SU(2)-теория Черна – Саймонса уровня k = 10. Мы также предложили модифи-
кацию алгоритма измерения, которая упрощает измерение топологического заряда
для теорий с уровнем k = 4b− 2.

Также возможно рассмотреть и более сложные конфигурации для измерения.
Вспомогательные энионы могут быть запутаны с измеряемой косой, в том числе
с включением пересечений траекторий вспомогательных энионов, что потенциаль-
но может сделать процедуру измерения еще более эффективной. Также возможно
использовать вспомогательные энионы в старших представлениях. Возможно, рас-
смотрение таких энионов потребуется, если мы хотим различать больше представ-
лений в измеряемой косе и делать это эффективно с помощью малого числа изме-
рений. Наконец, интересно обобщить этот подход на случай группы SU(N). Как
нам кажется, это можно сделать напрямую с использованием методов, описанных
в [9, 12–15].

Алгоритм измерения может быть применен к квантовым алгоритмам, особен-
но при рассмотрении квантовых компьютеров, основанных на измерениях или при
желании ввести непрямые измерения в квантовые алгоритмы.

Автор благодарен С. Миронову и А. Пополитову за плодотворные обсуждения.
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