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§ 1. Ведение
Множество прикладных задач физики и техники, биологии и медицины связано

с обнаружением слабых сигналов, детектируемых на фоне естественного шума [1–3].
Классические способы решения задачи обнаружения затрагивают в том числе во-
просы классификации и используют дополнительную информацию о свойствах сиг-
нала, а сама задача обнаружения требует различных подходов для формирования
решения в трех основных случаях: шумы незначительно повреждают структуру ис-
комого детерминированного сигнала, шумы и сигнал сравнимы по энергетике, шум
значительно подавляет сигнал [1]. Так, решение задачи оптимальной фильтрации
требует знания свойств сигнала: периодичности, полосы частот и др. [4]. Решение
задачи различения двух гипотез опирается на лемму Неймана –Пирсона, определяет
факт превышения оптимального порога при заданной вероятности ложной тревоги
и требует оценки статистических свойств выборочных распределений шума и смеси
сигнала и шума [5]. Решение задачи о разладке, т.е. задачи обнаружения спонтанно-
го изменения вероятностных характеристик временного процесса, требует настройки
алгоритма на изменение неизвестных статистических характеристик распределений
шума и смеси сигнала и шума, так же как в задаче поиска аномалий [6]. Все пере-
численные способы демонстрируют качественную и надежную работу при превы-
шении сигнала над шумом, но при малых отношениях сигнал/шум или в тяжелой
помеховой обстановке зачастую дают неверный ответ. Дополнительную сложность
составляет тот факт, что зачастую требуется иметь возможность указывать наличие
детерминированных сигналов как хаотического, так и регулярного происхождения,
свойства которых при накоплении сигнала отличаются от свойств шума.

В монографии [7] констатируется, что в непараметрическом случае ни вид функ-
ции распределения вероятностей наблюдаемых данных, ни априорные плотности
распределения вероятностей не известны. Обычный путь преодоления априорной

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 23-19-
00134).
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неопределенности состоит в поиске статистик (т.е. некоторых функций исходной вы-
борки), не зависящих от распределения вероятностей помехи в достаточно широких
пределах.

Задача обнаружения сигнала традиционно сводится к задаче различения двух ги-
потез. Одна гипотеза связана с принятием решения о приеме только шума, другая –
о приеме смеси полезного сигнала и шума. В качестве функции распределения стати-
стики, отвечающей гипотезе о приеме только шума, можно использовать различные
известные спектральные распределения, и на их основе формировать критерий для
вторичной обработки. В свою очередь, в качестве функции распределения статисти-
ки, отвечающей гипотезе о приеме смеси полезного сигнала и шума, используются
упорядоченные спектральные распределения p = {pi}, i = 1, . . . , N . Это подробно
излагается в работе [8].

Ранние работы [2,9], посвященные критерию статистической сложности на осно-
ве дивергенции Йенсена –Шеннона, показывали его эффективность при использо-
вании в прикладных задачах по обнаружению хаотических сигналов в шуме. Затем
в работах [10, 11] было установлено, что одним из лучших критериев для задачи
обнаружения слабого сигнала в белом шуме является статистическая сложность на
основе полной вариации меры со знаком:

CTV (p) = − 1

4 lnN

(
N∑
i=1

pi ln pi

)(
N∑
i=1

∣∣∣∣pi − 1

N

∣∣∣∣
)2

.

Дополнительно к уже известным информационным характеристикам следует до-
бавить к исследованию свойств так называемый спектральный дисбаланс DS , вы-
числяемый относительно упорядоченного спектра pi, i = 1, . . . , N , одного окна на-
блюдения, и спектральную сложность CS [12] на его основе:

DS(p) =
1

4

(
N∑

k=1

∣∣∣∣pk + 1

N ·KN
ln

k

N + 1

∣∣∣∣
)2

,

CS(p) = − 1

4 lnN

(
N∑

k=1

pk ln pk

)(
N∑

k=1

∣∣∣∣pk + 1

N ·KN
ln

k

N + 1

∣∣∣∣
)2

,

где KN – нормировочный множитель, близкий к единице и зависящий от N .
В задачах обнаружения требуется на основе информационных характеристик

определить пороги, или, другими словами, значения информационных характери-
стик, которые свидетельствуют о наличии сигнала в шуме. В свою очередь, клас-
сификация сигналов может быть осуществлена на основании набора значений ин-
формационных характеристик. При этом необходимо учитывать, что информаци-
онные характеристики являются чувствительными к типу шума. Следовательно, до
решения задачи классификации сигналов требуется исследовать диапазоны изме-
нения информационных критериев CTV , CS при приеме разнообразных сигналов и
различных сигнально-шумовых смесей [11–13]. Стоит отметить, что при исследова-
нии информационных критериев в настоящей статье анонсируется и используется
взаимно-однозначное соответствие между значениями информационных характери-
стик с одной стороны и дискретностью (под дискретностью понимается количество
частот в сигнале) и энергией сигнала (энергетическая доля сигнала в сигнально-
шумовой смеси) с другой стороны. Это дает возможность по-новому взглянуть на
метод информационных диаграмм.

Статья имеет следующую структуру. В § 2 вводится понятие определенного ви-
да сигналов, исследуется область значений статистической и спектральной слож-
ностей при примешивании к белому шуму этого типа сигналов различной энергии.
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Далее, § 3 посвящен анализу отдельных областей диаграмм сложностей для сла-
бых и шумоподобных сигналов, а также анализу области расположения голубого
шума. В заключении приводятся основные выводы и направления будущих иссле-
дований.

§ 2. Область значений информационных характеристик на диаграммах
Начнем с того, что отметим нечувствительность информационных характери-

стик, таких как энтропия, дисбаланс и сложность, вычисленных относительно рав-
номерного распределения, к перестановке отсчетов спектра. Поэтому, чтобы опре-
делить область значений информационных характеристик, исследуем их свойства
для различных упорядоченных спектральных распределений pi, i = 1, . . . , N , одно-
го окна наблюдения.

П р о б л ем а 1. Оценить верхнюю и нижнюю границы CTV .
Опр е д е л е н и е 1. Сигнал, который состоит из d синусоидальных сигналов рав-

ной амплитуды, будем называть d-сигналом, а отдельные частоты этого сигнала
будем называть дискретами.

О пр е д е л е н и е 2. Энергетической долей q сигнала будем называть отношение
энергии сигнала к сумме энергий сигнала и шума в сигнально-шумовой смеси, и со-
ответственно, 1− q означает энергетическую долю шума.

Отношение сигнал/шум определим как

SNR = 10 lg

(
q

1− q

)
.

Сигналы при отсутствии шума, когда q = 1, будем называть “чистыми”.
Здесь и далее будем предполагать, что частоты d-дискрет ωd и размер окна T ,

где окном будем называть временной интервал сигнала, для которого производится
дискретное преобразование Фурье (ДПФ), таковы, что выполняется условие ∀ωd :
2πωdT = rd, где rd ∈ N, rd < N/2. Стоит сказать, что в результате такого пред-
положения накладываются существенные ограничения на значения частот ωd, но
на практике это необходимо, чтобы в спектре d-сигнала, полученного посредством
ДПФ, присутствовало d частот одинаковой амплитуды.

Введем два понятия: диаграмма статистической сложности и диаграмма спек-
тральной сложности. Эти диаграммы строятся следующим образом: информаци-
онная энтропия отмечается по оси абсцисс, статистическая (спектральная) слож-
ность – по оси ординат. В тексте данной статьи диаграмма статистической сложно-
сти обозначается через (S,CTV ), и соответственно, диаграмма спектральной сложно-
сти – через (S,CS). При этом явную зависимость от распределения p будем опускать.

П р е д л оже н и е 1. Множество значений статистической сложности C
(max)
TV

как функции информационной энтропии S для “чистых” d-сигналов является верх-
ней границей множества значений на диаграмме статистической сложности
(S,CTV ) для всех возможных сигнально-шумовых смесей.

Это предложение доказано в следующей лемме [11, лемма 4]:
Л емма 1. Максимум статистической сложности достигается на семействе

распределений⎧⎨⎩pi =
1− pmax

K
, ∀ i = 1, . . . ,K,

pi =
pmax

N −K
, ∀ i = K + 1, . . . , N,

(1)

где K, pmax – константы при фиксированном N .
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Лемма 2 (о верхней и нижней границах CTV ). Верхняя граница статистиче-
ской сложности C

(max)
TV d-сигнала определяется следующим соотношением:

C
(max)
TV = S ·

(
1−NS−1

)2
. (2)

Нижняя граница статистической сложности C
(min)
TV как функции от информаци-

онной энтропии S,

S = −
ln
(
qq(1− q)1−q(N − 1)q−1

)
lnN

, (3)

определяется следующим образом:

C
(min)
TV = S

(
q − 1

N

)2

, (4)

где q – энергия d-сигнала (состоящего из одной дискреты) в нормированном энер-
гетическом спектре сигнально-шумовой смеси.

Док а з а т е л ь с т в о представлено в работе [8]. �
Замечание 1. Как следствие оценки верхней границы получаем, что максимум

функции C
(max)
TV ≈ 0,567 достигается при значении энтропии S ≈ 0,681 и значении

d = 180 (N = 2048). Оценка максимума верхней границы в случае N = 2048 совпа-
дает с результатом в [11].

Замечание 2. Что касается нижней границы, то максимум функции C
(min)
TV ≈

≈ 0,186 достигается при значении энтропии S ≈ 0,386 и q ≈ 0,695 (N = 2048).
Замечание 3. Выражение (3) для энтропии хорошо аппроксимируется полино-

мом второй степени. Для N = 2048 получаем следующее выражение (R2 = 0,999):

S = 1− 0,618 · q − 0,382 · q2.

Замечание 4. Следующий полином с высокой точностью аппроксимирует зави-
симость минимальной границы C

(min)
TV от энтропии S (R2 = 0,9999, N = 2048):

CTV = 0,7345 · S4 − 0,607 · S3 − 1,079 · S2 + 0,9514 · S.

На рис. 1 представлена графическая иллюстрация оценок верхней и нижней гра-
ницы статистической сложности на диаграмме (S,CTV ) в зависимости от размера
ряда N энергетического спектра сигнально-шумовой смеси.

Теперь перейдем к исследованию критерия CS .
П р о б л ем а 2. Оценить верхнюю и нижнюю границы CS.
Лемма 3 (о верхней и нижней границах CS). Верхняя граница спектральной

сложности C
(max)
S как функции от информационной энтропии S определяется сле-

дующим соотношением (N = 2048):

C(max)
s = 11,244 · S5 − 21,323 · S4 + 11,714 · S3 − 2,687 · S2 + 1,1868 · S,

R2 = 0,999.

Нижняя граница спектральной сложности C
(min)
S определяется следующей пара-

метрической зависимостью:

S = S0 · (1− q)−
ln
(
qq(1− q)1−q

)
lnN

. (5)
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(а) C(max)
TV

(б ) C(min)
TV

Рис. 1. Зависимость верхней и нижней границы статистической сложности на диа-
грамме в зависимости от размера ряда N

где S0 ≈ 0,9446 (S0 ≈ 1 +
γ − 1

lnN
, N = 2048),

DS =

(
q +

1 + q

2N ·KN
(ln(N + 1) + 1)

)2

,

где KN ≈ 0, 99818 (при N = 2048),

CS = S ·DS .

Док а з а т е л ь с т в о представлено в работе [8]. �
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(a) Диаграмма (S,CTV )

(б ) Диаграмма (S,CS)

Рис. 2. Границы областей на диаграммах информационной сложности (пунктирная
линия – иллюстрация леммы 2 и леммы 3, закрашенная область – численный экспе-
римент, перечисление слева направо: области коричневого, розового, фиолетового,
голубого и белого шумов обозначены точками, N = 2048)

Таким образом, аналитически доказано и проиллюстрировано на рис. 2, что мно-
жество чистых d-сигналов дает оценку верней границы области возможных значе-
ний на информационных диаграммах, а множество вариантов сигнально-шумовой
смеси одиночной дискреты и δ-функции дает оценку нижней границы возможных
значений на диаграмме статистической сложности, и наконец, множество вариантов
сигнально-шумовой смеси одиночной дискреты и белого шума дает оценку нижней
границы возможных значений на диаграмме спектральной сложности.

§ 3. Слабые сигналы, шумоподобные сигналы и характерные шумы
Рассмотрим область слабых сигналов и шумоподобных сигналов на диаграмме

статистической сложности. Оказывается, что даже “чистые” шумоподобные сигна-
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Рис. 3. Относительное расположение линии d-сигналов, белого и голубого шумов на
диаграмме статистической сложности

лы (при больших значениях d) могут быть слабо различимы от белого или голубого
шума на диаграмме (S,CTV ) (см. рис. 3). Далее сформулируем и докажем ряд лемм,
связанных с расположением шумоподобных сигналов на информационных диаграм-
мах, подробнее разберем случай, когда размер ряда N = 2048.

В целях решения задач обнаружения и классификации очень важно иметь пред-
ставление о том, как ведет себя энтропия и статистическая сложность слабых и
шумоподобных сигналов в окрестности белого шума. Известно [12], что для оцен-
ки математического ожидания информационной энтропии белого шума можно вос-
пользоваться следующим выражением: S0 = 1 +

γ − 1

lnN
, а оценку математического

ожидания статистической сложности белого шума соответственно можно получить
так: CTV =

S0

e2
(эти оценки справедливы для больших N).

Замечание 5. Если информационная энтропия “чистого” шумоподобного сигнала
равна математическому ожиданию энтропии белого шума, то выражение NS−1 не
зависит от размера ряда N (NS−1 = eγ−1 ≈ 0,655734 . . . ).

Действительно, обозначим ν = eγ−1 ≈ 0,655734 . . . , где γ – константа Эйлера –

Маскерони (γ2 ≈ 1

3
). Тогда (согласно [12]) в окрестности белого шума имеем

NS−1 = N1+ γ−1
lnN −1 = (N

1
lnN )γ−1 = exp(γ − 1) = ν.

Рассмотрим смесь слабого d-сигнала и белого шума. Понятно, что положение та-
кой смеси на диаграмме статистической сложности (S,CTV ) будет близким к области
белого шума, но при этом имеет значение, в каком направлении от области белого
шума находится точка, обозначающая положение рассматриваемой смеси на этой
диаграмме. Множество возможных таких направлений образует некоторый угол на
диаграмме статистической сложности вблизи области белого шума, и для решения
задачи классификации слабых сигналов важна величина этого угла, конкретнее,
разница максимального и минимального углов (рассматриваются углы между на-
правлением до положения смеси d-сигнала и белого шума от положения белого шума
и осью абсцисс) для d-сигналов на диаграмме (S,CTV ), когда количество дискрет d
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меняется от 1 до 1024 (или N/2) в области слабых сигналов (при N = 2048). Устано-
вим зависимость угла для d = 1 от N (минимальный угол) и зависимость угла для
сигналов с большим количеством дискрет от N (максимальный угол).

Замечание 6 (оценка угла касательной для верхней границы). Тангенс угла на-
клона касательной к “чистому” d-сигналу на диаграмме статистической сложности
(S,CTV ) в окрестности белого шума (а именно, когда S0 = 1 +

γ − 1

lnN
) равен

δC
(max)
TV

δS

∣∣∣∣
S0,N

= (1 − ν)2 − 2ν(1− ν) ln(νN).

Замечание 7. Тангенс угла наклона касательной к “чистому” d-сигналу на диа-
грамме статистической сложности (S,CTV ) в окрестности белого шума при удвое-
нии N меняется на величину −2ν(1− ν) ln 2 ≈ −0,31295 . . .

Действительно, тангенс угла наклона касательной к “чистому” d-сигналу оценим
по производной функции C

(max)
TV по S в окрестности точки S0 = 1 +

γ − 1

lnN
.

Согласно лемме 2 и формуле (2) имеем

δC
(max)
TV

δS

∣∣∣∣
S0,N

= (1 −NS−1)(1 − (1 + 2S lnN)NS−1) = (1− ν)2 − 2ν(1− ν) ln(νN).

Для N = 2048 получим следующее значение:

δC
(max)
TV

δS

∣∣∣∣
S0, N=2048

≈ −3,14,

что соответствует 72,3◦.
Если сравнить тангенсы углов наклона касательной для 2N и N , то получим

δC
(max)
TV

δS

∣∣∣∣
S0,2N

− δC
(max)
TV

δS

∣∣∣∣
S0,N

= −2ν(1− ν) ln 2 = −0,31295 . . .

Лемма 4 (окрестность белого шума для d-сигналов). Если информационная
энтропия равна математическому ожиданию энтропии белого шума, то для “чи-
стых” d-сигналов (много дискрет) значение дисбаланса DTV = (1− ν)2 не зависит
от размера ряда энергетического спектра N .

Док а з а т е л ь с т в о напрямую следует из (2) и леммы 2. �
Замечание 8. В окрестности белого шума для d-сигнала справедливо следующее:

C
(max)
TV = (1− ν)2S (для N = 2048, C

(max)
TV = 0,1185S).

Замечание 9. Количество дискрет в “чистом” d-сигнале в окрестности белого шу-
ма (а именно, когда S0 = 1 +

γ − 1

lnN
) определяется следующим соотношением:

d = N exp(γ − 1) = νN ≈ 0,656N (для N = 2048, d = 1343).

Замечание 10. В окрестности белого шума значение статистической сложности
для d-сигнала равно

CTV =

(
1 +

γ − 1

lnN

)
(1− ν)2,
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отклонение от математического ожидания статистической сложности белого шума
составляет

ΔCTV =

(
1

e2
− (1− ν)2

)(
1 +

γ − 1

lnN

)
.

При этом для N = 2048

CTV

∣∣
d=1343, N=2048

= 0,11288,

а отклонение от статистической сложности белого шума, соответственно,

ΔCTV

∣∣
d=1343, N=2048

= −0,01555

(именно при d = 1343 в d-сигнале достигается уровень информационной энтропии,
равный энтропии белого шума).

Значение статистической сложности, равное математическому ожиданию стати-
стической сложности белого шума, достигается при энтропии

S = 1 +
γ − 1

lnN
+

1

lnN
(e−2(1− ν)−2 − 1)

1

ln(νN)
− 2ν

1− ν

.

Для N = 2048 получаем, что S = 0,93965, d = 1292 (именно при таком количестве
дискрет в d-сигнале достигается уровень статистической сложности, равный CTV ,
белого шума), а отклонение от энтропии белого шума

ΔS
∣∣
d=1292, N=2048

= −0,00496,

как показано на рис. 3.

Стоит сказать, что линия “чистых” d-сигналов также проходит около “зоны” го-
лубого (морского) шума. Для справки при N = 2048, среднее значение энтропии для
голубого шума S = 0,91905, а значение статистической сложности CTV = 0,18095
соответствует d-сигналу при d = 1141. Частично “обелив” морской шум, можно
“положить” его на d-линию, или, другими словами, существует такая смесь голу-
бого (морского) и белого шумов, которая неотличима от чистого шумоподобного
d-сигнала на диаграмме статистической сложности (информационные характери-
стики S,CTV полностью совпадают). Отметим также, что уровни информационной
энтропии и статистической сложности шумоподобного d-сигнала (при значениях
d = N exp(−γ) = 1150) очень близки к математическим ожиданиям информаци-
онной энтропии и статистической сложности для голубого шума (рис. 3).

Далее исследуем значения угла направления положения на диаграмме стати-
стической сложности сигнально-шумовой смеси одиночной дискреты и белого шу-
ма по отношению к положению только белого шума. Для слабых сигналов, когда
q ≈ 0, 015 . . . (рассматриваем такие слабые сигналы, которые удается обнаружить,
т.е. при значениях SNR около −18 дБ), получаем оценку для S и DTV (подставляя
значения для q в формулу 4).

Для того чтобы найти угол, под которым изменяется положение сигнально-шумо-
вой смеси одиночной дискреты и белого шума относительно положения белого шума
на диаграмме статистической сложности, оценим следующие частные производные:

δS

δq
,

δCTV

δq
=

δ(S ·DTV )

δq
=

δS

δq
DTV +

δDTV

δq
S.
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log2 N

Рис. 4. Углы наклона касательных к C
(max)
TV (верхняя граница) и к кривой одиночной

дискреты (нижняя граница) в окрестности белого шума в зависимости от log2 N

Согласно формуле (5) и выражению S0 = 1− 1− γ

lnN
для оценки энтропии белого

шума, получаем:

δS

δq
=

1− γ − ln q

lnN
− 1.

В свою очередь, для статистического дисбаланса согласно [12] справедлива в пер-
вом приближении следующая оценка: DTV = e−2, в следующем приближении полу-
чаем DTV = e−2(1 + 2(e− 2)q).

Тогда тангенс угла наклона касательной к кривой одиночной дискреты в области
белого шума равен

δCTV /δq

δS/δq
=

e−2
(
1− γ − ln q

lnN
− 1 +

(
1− 1− γ

lnN

)
(2(e− 2))

)
1− γ − ln q

lnN
− 1

. (6)

При N = 2048, q = 0,015 значение тангенса угла наклона касательной приблизи-
тельно равно −0,33, что составляет примерно −19◦.

Итак, для N = 2048 получаем оценку угла образованного множеством направ-
лений: 72◦ − 19◦ = 53◦. Для сравнения приведем расчеты для N = 16384. В этом
случае предельные углы для большого количества дискрет и для единичной дискре-
ты равны, соответственно, 76◦ и 13◦. Угол, образованный множеством направлений,
при N = 16384 равен примерно 63◦ (см. рис. 4).

§ 4. Заключение
Исследование в статье свойств двух информационных характеристик – стати-

стической (CTV ) и спектральной (CS) сложности – позволили дать теоретические
и экспериментальные оценки области значений этих характеристик на диаграммах
в зависимости от размера ряда N . Получена оценка угла между максимальной гра-
ницей области значений статистической сложности CTV (область шумоподобных
сигналов) и линейной аппроксимацией области значений смеси одиночной дискреты
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и белого шума (в области слабых сигналов). Эта величина, в свою очередь, является
качественной оценкой функции CTV для дальнейшей классификации слабых сигна-
лов в условиях белого шума. Анализ диаграмм статистической сложности позволил
установить местоположение на них шумов и шумоподобных сигналов.

Полученные результаты позволяют приблизиться к пониманию того, как мож-
но использовать информационные методы в целях решения задач обнаружения и
классификации слабых шумоподобных сигналов, наметить пути дальнейших иссле-
дований. В дальнейшем планируется детальнее изучить диаграммы статистической
и спектральной сложностей в целях решения задачи классификации и обнаружения
сигналов в условии разного типа шумов.
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