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§ 1. Введение

Начнем с обозначений для рассматриваемых комбинаторных структур. Более по-
дробную информацию об отношениях между ними можно найти в [1–3]. Обозначим
через Zv аддитивную группу целых чисел по модулю v.

Пусть V = {Pi}
v

i=1
– конечное множество точек, а B = {Bj}

b

j=1
– конечный набор

k-элементных подмножеств множества V , называемых блоками. Тогда D = (V,B)
называется схемой (или дизайном) с параметрами 2-(v, k, 1) (системой Штейнера
S(2, k, v)), если любое подмножество размера 2 множества V содержится ровно в од-
ном блоке из B. Две 2-(v, k, 1)-схемы D и D′ изоморфны, если существует перестанов-
ка точек, переводящая каждый блок из D в блок из D′. Схема 2-(v, k, 1) называется
циклической, если у нее имеется автоморфизм αv, переставляющий ее точки в одном
цикле, и строго циклической, если орбита каждого блока под действием этого авто-
морфизма имеет длину v (нет коротких орбит). Две циклические 2-(v, k, 1)-схемы D
и D′ мультипликаторно эквивалентны, если существует автоморфизм Zv, отобра-
жающий каждый блок из D в блок из D′.

Пусть M = {m1,m2, . . . ,mk} – некоторое подмножество размера k аддитивной
группы G. Тогда через M + t обозначим t-сдвиг множества M , т.е.

M + t = {m1 + t,m2 + t, . . . ,mk + t},

где t ∈ G.

Разностным (v, k, 1)-семейством называется множество D = {M1, . . . ,Ms}, где
Mi = {mi1 ,mi2 , . . . ,mik} – k-элементные подмножества аддитивной группы G по-
рядка v, такие что любой ненулевой элемент группы G единственным образом пред-
ставляется в виде некоторой разности mij −miℓ для 1 6 i 6 s и 1 6 j 6= ℓ 6 k. Два

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Министерства образования и науки
Республики Болгария (номер гранта D01-325/01.12.2023).

2 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Национального научного фонда Бол-
гарии (номер контракта KP-06-H62/2/13.12.2022).
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разностных семейства над G эквивалентны, если существует автоморфизм α груп-
пы G, переводящий каждое k-элементное подмножество первого семейства в неко-
торый сдвиг подмножества из второго семейства. Если G – циклическая группа, то
и разностное семейство циклическое. В дальнейшем мы будем рассматривать цик-
лические разностные семейства для G = Zv.

Двоичный циклически перестановочный равновесный код (ЦПР-код) с парамет-
рами (v, k, 1) (или оптический ортогональный (v, k, 1)-код) можно определить как
набор C = {C1, . . . , Cs}, состоящий из k-подмножеств группы Zv (кодовых слов),
таких что любые два сдвига одного кодового слова имеют не более одного общего
элемента и любые два сдвига двух различных кодовых слов также имеют не более
одного общего элемента:

|Ci ∩ (Ci + t)| 6 1, 1 6 i 6 s, 1 6 t 6 v − 1, (1)

|Ci ∩ (Cj + t)| 6 1, 1 6 i < j 6 s, 0 6 t 6 v − 1. (2)

Первое из этих свойств называется свойством автокорреляции, а второе – свойством
кросс-корреляции.

Два (v, k, 1)-ЦПР-кода C и C′ изоморфны, если существует перестановка ϕ груп-
пы Zv, переводящая набор сдвигов каждого кодового слова из C в набор сдвигов
кодового слова из C′. Эти два кода мультипликаторно эквивалентны, если ϕ яв-
ляется автоморфизмом группы Zv.

Рассмотрим кодовое слово C = {c1, c2, . . . , ck}. Обозначим через ∆C мультимно-
жество, состоящее из значений разностей ci − cj , i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , k. Свойство
автокорреляции означает, что все разности кодовых слов (v, k, 1)-ЦПР-кода различ-
ны. Свойство кросс-корреляции означает, что ∆C1 ∩ ∆C2 = ∅ для любых двух
кодовых слов C1 и C2. Если все возможные v− 1 ненулевых разностей покрываются
разностями кодовых слов, то (v, k, 1)-ЦПР-код называется совершенным и соответ-
ствует циклическому (v, k, 1)-разностному семейству и циклической 2-(v, k, 1)-схеме.
Блоки этой схемы соответствуют кодовым словам и их сдвигам. Эта схема являет-
ся строго циклической. Каждое кодовое слово со своими сдвигами соответствуют
одной блоковой орбите длины v под действием αv.

Для (v, k, 1)-ЦПР-кода его мощность s – это число его кодовых слов. Она не
может превышать

⌊

v − 1

k(k − 1)

⌋

.

ЦПР-коды, достигающие этой границы, называются оптимальными. Если мощность
кода в точности равна (v − 1)/k(k − 1), то этот (v, k, 1)-ЦПР-код совершенный. Тем
самым, оптимальные (v, 4, 1)-ЦПР-коды совершенны тогда и только тогда, когда
v = 12n+ 1.

ЦПР-коды имеют различные применения [4–6] и широко изучены (см., напри-
мер, [2, 7–10]). Существование оптимальных (v, 4, 1)-ЦПР-кодов рассматривалось
в [11–17]. Известно, что оптимальные (v, 4, 1)-ЦПР-коды существуют для всех рас-
сматриваемых нами длин. Нам не известны какие-либо результаты классификации
для (v, 4, 1)-ЦПР-кодов или циклических схем при v > 76. Системы S(2, 4, v) пред-
ставляют собой особенно интересный класс систем Штейнера, им было посвящено
множество исследований [18], и в частности, изучались циклические S(2, 4, v)-систе-
мы [19].

Недавно на портале arXiv была опубликована небольшая заметка [20]. В ней бы-
ло получено несколько новых результатов о разностных семействах. Ее автор также
проверил некоторые уже известные результаты из [1] и [21]. Для всех проверенных
случаев он получил те же самые значения, за исключением разностных семейств
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с параметрами (73, 4, 1). Для них он получил 1428546 не эквивалентных разностных
(73, 4, 1)-семейств, что больше, чем число 1426986 таких семейств, полученное в [1].
Мы повторили наши вычисления, и оказалось, что значение, приведенное в [20],
является верным. Неверный результат в работе [1] связан с ошибкой в программе,
которая использовалась для классификации в этой работе, он не имеет отношения
к алгоритму и не затрагивает наших результатов классификации для ЦПР-кодов
(оптических ортогональных кодов) с другими параметрами, опубликованных в дру-
гих работах. Повторение всех вычислений из [1] на компьютере с частотой 3,2 ГГц не
заняло много времени, и поэтому мы решили также рассмотреть и бо́льшие длины.

В настоящей статье мы вначале корректируем результаты, полученные в [1] для
(v, 4, 1)-ЦПР-кодов с длинами 41, 46, 53, 58, 71 и 73. Затем мы приводим классифи-
кацию с точностью до изоморфизма оптимальных (85, 4, 1)-ЦПР-кодов и цикличе-
ских 2 − (85, 4, 1)- и 2 − (88, 4, 1)-схем (соответствующих неэквивалентным цикли-
ческим разностным (85, 4, 1)- и (88, 4, 1)-семействам). Наконец, получено несколько
тысяч оптимальных (v, 4, 1)-ЦПР-кодов с длинами 76 < v 6 136. В § 2 представле-
ны исправления к [1], в § 3 – новые результаты и алгоритмы, использованные для
76 < v 6 136, а в § 4 дано краткое заключение и описание открытых вопросов.
Файлы со всеми построенными нами (v, 4, 1)-ЦПР-кодами можно загрузить с сай-
та http://www.moi.math.bas.bg/~tsonka/, а также https://zenodo.org/records/
13771464. Расширенное изложение результатов настоящей статьи содержится в [22].

§ 2. Исправления к работе [1]

Значения числа мультипликаторно неэквивалентных оптимальных (v, 4, 1)-ЦПР-
кодов с длинами 41, 46, 53, 58, 71, 73 и 74 отличаются от значений, указанных в [1].
Правильные значения приведены в табл. 1.

Таблица 1

Уточненные количества оптимальных (v, 4, 1)-ЦПР-кодов из [1]

Длина Мощность Число кодов

41 3 340
46 3 10016
53 4 28680
58 4 1013340

Длина Мощность Число кодов

71 5 425832736
73 6 1428546
74 6 2148852

§ 3. (v, 4, 1)-ЦПР-коды для 76 < v 6 136

3.1. Об основном алгоритме и справедливости компьютерных результатов. Во-
прос о надежности наших компьютерных программ закономерно возникает после
того как были обнаружены ошибки в наших предыдущих вычислениях. Никогда
нельзя быть абсолютно уверенным в том, что какая-либо сложная программа ра-
ботает правильно во всех случаях, потому что обычно какие-то очень мелкие дета-
ли могут приводить к ошибкам. Чтобы проверить надежность нашей программы,
мы всегда тестировали ее на всех ранее известных результатах. Для [1] это были
результаты классификации для циклических (v, 4, 1)-схем с v 6 64 [19], которые
совпали с нашими. Позже мы усовершенствовали эту программу для построения
оптимальных (v, k, 1)-ЦПР-кодов для любого k (не только для k = 4) и протести-
ровали ее на всех известных результатах классификации, а именно на циклических
(v, 3, 1)-схемах с v 6 57 [23] и циклических (v, 5, 1)-схемах с v 6 65 [19]. Когда в [20]
появилась информация об ошибке в нашем результате для (73, 4, 1), мы повторили
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с помощью этой более общей программы все вычисления из [1]; полученные при
этом результаты приведены в предыдущем параграфе. Также в [20] отмечено, что
за исключением случая (73, 4, 1) алгоритм, описанный в [20], во всех других слу-
чаях, представленных в [21], дал то же самое число неэквивалентных циклических
разностных семейств.

Для классификации оптимальных ЦПР-кодов и циклических схем с точностью
до мультипликаторной эквивалентности используется обратный поиск с проверкой
на минимальность некоторых частичных решений. Перед началом поиска строятся
все возможные кодовые слова (блоки орбит по действию αv, если строятся схемы),
которые упорядочиваются как в лексикографическом порядке, так и по действию
автоморфизмов циклической группы порядка v. Это позволяет задать лексикогра-
фический порядок и на решениях, а также с легкостью проверить с помощью теста
на минимальность, можно ли с помощью какого-либо автоморфизма циклической
группы порядка v перевести решение в лексикографически меньшее. Если мож-
но, то решение отбрасывается. Таким образом, строятся только мультипликаторно
неэквивалентные коды (циклические схемы). Подробности можно найти в [1], а в [22]
приведен небольшой пример, иллюстрирующий работу алгоритма.

3.2. Классификация циклических 2-(85, 4, 1)- и 2-(88, 4, 1)-схем с точностью до
изоморфизма. Вначале была проведена классификация совершенных (85, 4, 1)-ЦПР-
кодов (циклических 2-(85, 4, 1)-схем) и циклических 2-(88, 4, 1)-схем с точностью до
мультипликаторной эквивалентности с помощью параллельной версии основного ал-
горитма. Каждая из этих двух задач выполнялась в 96 процессах на высокопроизво-
дительном компьютере “Авитохол” Болгарской академии наук (подробнее см. благо-
дарности в конце статьи), и эта задача была выполнена за четыре дня. Таким обра-
зом мы выяснили, что с точностью до мультипликаторной эквивалентности имеется
228406824 совершенных (85, 4, 1)-ЦПР-кода и 149494720 2-(88, 4, 1)-схем. Это также
количества неэквивалентных разностных (85, 4, 1)- и (88, 4, 1)-семейств.

Две циклические комбинаторные структуры на v = p·q точках (где p и q – различ-
ные простые числа) изоморфны тогда и только тогда, когда они мультипликатор-
но эквивалентны [24]. Поэтому все эти 228406824 циклические 2-(85, 4, 1)-схемы не
изоморфны. Две циклические схемы на v = 88 точках, однако, могут быть мульти-
пликаторно не эквивалентны, но изоморфны, если их полная группа автоморфизмов
имеет порядок выше, чем 88. С помощью “Авитохола” мы вычислили порядки групп
автоморфизмов всех 149494720 схем и установили, что все они имеют порядок 88.
Это означает, что эти схемы не изоморфны. Компьютерное время, необходимое для
нахождения групп автоморфизмов схем, оказалось в 5 раз выше времени их постро-
ения.

3.3. Оптимальные ЦПР-коды для 76 < v 6 136. Обычно, когда программа пы-
тается получить слишком много результатов или требует слишком много времени
для выполнения поставленной задачи, ее просто прерывают и пытаются использо-
вать результаты, полученные к этому моменту. Однако полученные таким образом
коды, как правило, оказывались очень похожими друг на друга – они отличались
лишь несколькими последними кодовыми словами. Поэтому здесь мы использовали
другой подход, немного модифицировав основной алгоритм. Если найдено частич-
ное решение из m кодовых слов, то алгоритм классификации пытается дополнить
его до частичного решения из m + 1 кодовых слов всеми возможными способами,
а модифицированный алгоритм пытается дополнить частичное решение из m кодо-
вых слов (m > 1) до частичного решения из m + 1 кодовых слов не всеми, а лишь
не более чем e возможными способами.

Тест на минимальность отвергает кодC, если он переводится некоторым автомор-
физмом в лексикографически меньший код C′. При этом мы должны быть уверены,
что код C′ уже построен. Поэтому когда для (m+ 1)-го кодового слова существует
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более e возможностей, используются только e лексикографически наименьших. Тем
самым, для m > 1 рассматривается не более e ветвей узлов дерева поиска. Таким
образом строятся коды со всеми возможностями для первого и второго кодового
слова, и каждый из полученных кодов отличается от большинства других кодов по
многим кодовым словам. Построенные коды доступны онлайн.

§ 4. Заключение и открытые вопросы

Пересмотр нашей работы 2011 года показал, что более мощные параллельные
компьютеры, доступные в настоящее время, позволяют получать результаты клас-
сификации для бо́льших длин, но чрезвычайно большое количество кодов делает
эти результаты сложными для использования. Поэтому мы пытались строить толь-
ко “репрезентативную” часть кодов, а именно коды, существенно отличающиеся друг
от друга. Мы надеемся, что онлайн-доступность построенных оптимальных (v, 4, 1)-
ЦПР-кодов сделает их полезными как для приложений, так и для будущих иссле-
дований. Другой подход может заключаться в построении только тех кодов, кото-
рые обладают определенными свойствами, например, группами автоморфизмов, или
свойствами, важными для того или иного конкретного приложения. Задачи полной
классификации циклических разностных (v, 4, 1)-семейств с v > 88 и классификация
оптимальных (v, 4, 1)-ЦПР-кодов с v > 76 и v 6= 85 остаются открытыми.

Авторы благодарны Ивану Гетману за оперативное информирование о его ре-
зультатах, представленных в [20].

Исследования, которые привели к данным результатам, проводились с использо-
ванием инфраструктуры, приобретенной в рамках Национальной дорожной карты
для исследовательской инфраструктуры, финансовую координацию которой осу-
ществляет Министерство образования и науки Республики Болгария (грант № D01-
325/01.12.2023).
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