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§ 1. Введение

Наиболее важные инструменты, используемые для обработки сигналов, основаны
на представлении сигналов в частотной области. Это включает в себя, в частности,
понятия передаточных функций, спектральных разрывов, фильтров, используемых
для условий предсказуемости и восстанавливаемости данных.

Для сигналов в непрерывном времени x(t)|
t∈R

спектральное представление осу-
ществляется через преобразование Фурье для двусторонних процессов,затухающих
при t → ±∞, и через преобразование Лапласа для односторонних процессов, равных
нулю на одной половине временной оси, но не обязательно затухающих на другой
половине временной оси.

Аналогичная ситуация и для дискретных временных процессов {x(t)}
+∞
t=−∞ и их

спектрального представления через Z-преобразование. Для двусторонних дискрет-
ных процессов, стремящихся к нулю достаточно быстро на ±∞, таких как процессы
из ℓ2, это Z-преобразование определено на единичной окружности z ∈ C : |z| = 1.
В случае ограниченных односторонних процессов {x(t)}

+∞
t=−∞, т.е. таких, что либо

x(t) = 0 для t < 0, либо x(t) = 0 для t > 0, это Z-преобразование определено либо
в области z ∈ C : |z| < 1, либо в области z ∈ C : |z| > 1.

Можно заметить, что любой ненулевой сигнал из ℓ∞ может быть преобразован
в сигнал из ℓ1 без потери информации, например, заменой x(t) на e−|t|x(t). Одна-
ко, по крайней мере для сигналов из ℓ2, такие преобразования представляют собой
свертки на окружности z ∈ C : |z| = 1 в частотной области со cглаживающими яд-
рами. К сожалению, такие преобразования устраняют вырождения спектра.

Стандартные методы прогнозирования и восстановления данных в обработке сиг-
налов в основном основываются на предположениях о вырождении спектра. Сле-
довательно, исключение незатухающих сигналов из спектральных методов может
быть неудобным для практических реализаций; это потребует введения некоторых
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искусственных предположений о реальных сигналах только для того, чтобы удо-
влетворить этим ограничениям. Этим мотивировано наше изучение спектрального
представления и спектральных методов для общих типов незатухающих ограничен-
ных сигналов.

Формально спектральное представление для ограниченных незатухающих дис-
кретных во времени сигналов определяется как преобразования Фурье для псев-
домер на [−π, π], представленных как элементы пространства ℓ∞ (см. [1, гл. III]).
Однако это определение не приводит к частотным понятиям и методам, таким как
фильтрация, предсказание и восстановление данных, применимым к незатухающим
сигналам. В данной статье предлагается более конструктивное определение спек-
трального представления для незатухающих сигналов. На основе этого определения
в статье расширяются понятия передаточных функций, каузальных передаточных
функций, спектральных разрывов и фильтров для незатухающих сигналов (§ 3).

В частности, показано, что класс допустимых передаточных функций для неза-
тухающих сигналов меньше, чем для сигналов из ℓ2, и что стандартные идеаль-
ные фильтры низких частот не могут быть напрямую применены к незатухаю-
щим сигналам. Далее, в статье представлены частотные условия предсказуемости
для незатухающих сигналов с вырождением спектра в одной точке. Для этого ис-
пользуется адаптированная для незатухающих сигналов “предсказывающая” пере-
даточная функция из [2], введенная для прогнозирования сигналов из ℓ1. В дан-
ной статье установлена применимость этих функций для незатухающих сигналов.
Это может быть интересно, поскольку доказывает, что влияние прошлой истории
незатухающих сигналов из ℓ∞ уменьшается со временем, аналогично случаю сигна-
лов из ℓ1.

Следует отметить, что гипотеза о вырождении спектра широко используется
в теории обработки сигналов; однако было бы нереалистично ожидать, что реаль-
ный сигнал будет иметь вырождение спектра в чистой форме, учитывая шумовые
искажения и пропуски выборок. Некоторая устойчивость предикторов из [2], ис-
пользуемых в данной статье, к шумовым искажениям и усечению выборок была
установлена в [2]. Численные эксперименты для этих предикторов при работе с ис-
кажениями данных описаны в [3].

Наконец, в статье представлены результаты восстановления сигналов с разрыва-
ми в спектре определенного размера с неизвестным расположением (§ 4).

Расширенная версия настоящей статьи представлена в [4].

Некоторые обозначения. Обозначим через Z, R и C множества всех целых, ве-
щественных и комплексных чисел соответственно.

Пусть

T := {z ∈ C : |z| = 1},

D := {z ∈ C : |z| > 1},

D̄ := {z ∈ C : |z| > 1}.

Обозначим через ℓ∞ множество всех процессов (сигналов) x : Z → C, таких что

‖x‖ℓ∞ := sup
t∈Z

|x(t)| < +∞.

Для r ∈ [1,∞) обозначим через ℓr множество всех процессов (сигналов) x : Z → C,
таких что

‖x‖ℓr :=

(
∑

t∈Z

|x(t)|r

)1/r

< +∞.
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Обозначим через C([−π, π]) стандартное линейное пространство непрерывных
функций f : [−π, π] → C с равномерной нормой ‖f‖C := sup

ω
|f(ω)|.

Обозначим через
p

W 1
2 (−π, π) пространство Соболева функций f : [−π, π] → C,

принадлежащих пространству L2(−π, π) вместе с обобщенными производными до
первого порядка, таких что f(−π) = f(π).

Для линейного нормированного пространства X обозначим через X ∗ его сопря-
женное пространство.

Обозначим через I индикаторную функцию.

§ 2. Спектральное представление процессов из ℓ∞

Пусть A – пространство функций f ∈ C([−π, π]) с конечной нормой

‖f‖A :=
∑

k∈Z

|f̂k|,

где

f̂k =
1

2π

π∫

−π

e−iωsf(s) ds

– коэффициенты Фурье функции f . Другими словами, A – пространство абсолютно
сходящихся рядов Фурье на [−π, π]. Благодаря выбору нормы это сепарабельное
банахово пространство, изоморфное ℓ1.

Очевидно, что вложения

A ⊂ C([−π, π]) ⊂ L1([−π, π])

являются непрерывными. Отсюда следует, что вложения

L1([−π, π])∗ ⊂ C([−π, π])∗ ⊂ A∗

являются непрерывными.
Можно заметить, что существуют функции из C([−π, π]), которые не принадле-

жат пространству A (см., например, [5, с. 113]).
Мы предполагаем, что X ∈ L1([−π, π]) представляет элемент сопряженного про-

странства C([−π, π])∗, такой что

〈X, f〉 =
1

2π

π∫

−π

X(ω)f(ω) dω

для f ∈ C([−π, π]). Мы будем использовать это же обозначение 〈· , ·〉 для расширения
этой билинейной формы на A∗ ×A.

П р е д л о ж е н и е 1. Справедливы следующие утверждения:

1. Если f ∈ A и g ∈ A, то h = fg ∈ A и ‖h‖A 6 ‖f‖A ‖g‖A;

2. Вложение
p

W 1
2 (−π, π) ⊂ A является непрерывным.

Можно заметить, что двойственность между A и двойственным ему простран-
ством A∗ формально приводит к спектральному представлению

〈X, f〉 =
∑

k∈Z

x(k)f̂k
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для X ∈ A∗ и f ∈ A, где {f̂k} ∈ ℓ1 – ряд коэффициентов Фурье для f , аналогич-
но [1, гл. III], где элементы x ∈ ℓ∞ рассматривались как преобразования Фурье для
псевдомер на [−π, π]. Для сигналов в непрерывном времени определение преобразо-
вания Фурье для L∞(R) через подобную двойственность дано в [5, гл. VI]. Однако
для целей, связанных с задачами восстанавливаемости и прогнозирования цифро-
вых сигналов, нам понадобится прямое определение спектральных представлений
для x ∈ ℓ∞, основанное на следующей лемме.

Л е мма 1. Для любого x ∈ ℓ∞ существует слабо∗ предельный элемент X ∈ A∗

последовательности функций

Xm(ω) :=

m∑

t=−m

e−iωtx(t),

определенных на [−π, π] для m = 1, 2, . . . Этот элемент X таков, что

‖X‖A∗ = ‖x‖ℓ∞

и

〈X, f〉 =
∑

t∈Z

x(k)f̂k,

где f̂k ∈ ℓ1 является рядом коэффициентов Фурье для f .

Можно отметить, что в приведенной выше лемме

Xm ∈ L1([−π, π]) ⊂ C([−π, π])∗ ⊂ A∗.

Зададим отображение F : ℓ∞ → A∗ так, что X = Fx для x ∈ ℓ∞ является преде-
лом в A∗, введенным в лемме 1. Согласно лемме 1 это отображение линейно и непре-
рывно.

Зададим отображение G : A∗ → ℓ∞, такое что

x(t) = 〈X, ei·t〉 для x = GX, X ∈ A∗, t ∈ Z.

Очевидно, что оператор G : A∗ → ℓ∞ является линейным и непрерывным. Кроме
того, xm(t) = x(t)I|t|6m для x = GX и xm := GXm.

Т е о р е м а 1. Отображения F : ℓ∞ → A∗ и G : A∗ → ℓ∞ являются непрерывны-
ми изометрическими биекциями, такими что F = G−1 и G = F−1.

На этом основании мы будем использовать обозначение F−1 вместо G. Мы рас-
сматриваем X = Fx ∈ A∗ как спектральное представление x ∈ ℓ∞.

Замечание 1. Из леммы 1 следует, что для x ∈ ℓ∞, y ∈ ℓ1 и X = Fx, Y = Fy
справедливо, что Y ∈ A и
∑

t∈Z

x(t)y(t) = 〈X,Y 〉.

Далее мы говорим, что X ∈ A∗ является действительным (мнимым), если 〈X, f〉
является действительным (мнимым) для любого действительного f ∈ A.

Очевидно, что любое X ∈ A∗ допускает единственное представление X = X̄+iX̃,
где X̄, X̃ ∈ A∗ являются действительными. Мы будем использовать обозначения
ReX для X̄ и ImX для X̃ .

Будем говорить, что действительное X ∈ A∗ является нечетным (четным), если
〈X, f〉 = 0 для любого действительного четного (нечетного) f ∈ A.

29



Легко показать, что если x ∈ ℓ∞ является действительным, то ReX четно, а ImX
нечетно для X = Fx; если X ∈ A∗ является действительным и четным, то ImX = 0.

Вырождение спектра. Введенное выше спектральное представление позволяет
описывать сигналы из ℓ∞, имеющие спектральные разрывы, такие как полосовые
процессы, а также более слабые типы вырождения спектра.

О п р е д е л е н и е 1. (i) Для измеримого по Борелю множества D ⊂ [−π, π] с непу-
стой внутренностью пусть x ∈ ℓ∞ таково, что 〈Fx, f〉 = 0 для любого f ∈ A, такого
что f |

[−π,π]\D
≡ 0. В этом случае будем говорить, что D является спектральным

разрывом для x ∈ ℓ∞ и X = FX .
(ii) Пусть Γ – некоторое множество, и пусть функция G : [−π, π]×Γ → C такова,

что G(· , g) ∈ A для каждого g ∈ Γ и sup
g∈Γ

‖G(· , g)‖A = +∞. Пусть x ∈ ℓ∞ таково, что

sup
g∈Γ

‖G(· , g)X‖A∗ < +∞. Тогда будем говорить, что сигнал x обладает вырождением

спектра, компенсирующим G.

П р и м е р 1. Пусть r > 0, Γ = (0, 1) и G(ω, ν) = (|ω|r + ν)−1. Пусть x ∈ ℓ1 ∩ ℓ∞
таково, что

ess sup
ω∈[−π,π]

|X(ω)|/G(ω, 0) < +∞

для X = Fx. Тогда x обладает вырождением спектра, компенсирующим G.

В приведенном выше примере соответствующее вырождение спектра является
вырождением спектра в одной точке. Можно отметить, что G(· , ν) ∈ A для ν > 0,

поскольку G(· , ν) ∈
p

W 1
2 (−π, π).

Замечание 2. Из леммы 1 и замечания 1 следует, что x ∈ ℓ∞ имеет спектральный
разрыв D ⊂ [−π, π] тогда и только тогда, когда
∑

t∈Z

x(t)y(t) = 0

для любого y ∈ ℓ1, такого что Y (ω) = 0 для Y = Fy и ω /∈ D. Аналогично, сигнал
x ∈ ℓ∞ имеет вырождение спектра, компенсирующее G, как в определении 1(ii),
тогда и только тогда, когда

sup
ν>0,ηg

|
∑

t∈Z

x(t)y(t)| < +∞,

где ηg = F−1(G(· , g)Yg) и Yg = Fyg.

§ 3. Применения для обработки сигналов

Введенное выше спектральное представление позволяет распространить неко-
торые стандартные инструменты обработки сигналов на случай сигналов из ℓ∞.
В частности, оно позволяет характеризовать сигналы из ℓ∞, обладающие спектраль-
ными разрывами, такие как процессы с ограниченной полосой. Также оно поддержи-
вает реализацию важных инструментов, таких как передаточные функции и фильтр
нижних частот, и помогает получать алгоритмы прогнозирования и восстановления
данных для этих сигналов.

3.1. Передаточные функции. Существующая теория не рассматривает переда-
точные функции, применяемые к общему типу двусторонних незатухающих сигна-
лов процессов x(t) из ℓ∞. Предложенное выше спектральное представление x ∈ ℓ∞
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через элементы из A∗ позволяет реализовать передаточные функции для всех
x ∈ ℓ∞.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть функция H : T → C такова, что функция H(ei·), опре-
деленная на [−π, π], принадлежит A. Тогда будем говорить, что H(ei·) является

передаточной функцией на ℓ∞. Для x ∈ ℓ∞ и X = Fx определим X̂ = HX ∈ A∗

и x̂ = F−1X̂ таким образом, что

〈X̂, f〉 := 〈X,H(ei·)f〉.

Следует отметить, что согласно предложению 1(i) для любого f ∈ A также вер-

но, что H(ei·)f ∈ A. Следовательно, X̂ = HX корректно определено как элемент
пространства A∗.

Л е мма 2. Пусть H : T → C такова, что H(ei·) ∈ A, и пусть

H(eiω) =
∑

k∈Z

ĥke
iωk,

где
{
ĥk

}
k∈Z

∈ ℓ1. Пусть X ∈ A∗, X̂ = HX и x̂ = F−1X̂. Тогда

x̂(t) =
∑

q∈Z

ĥt−qx(q).

Этот ряд абсолютно сходится равномерно на любом ограниченном множестве
x ∈ ℓ∞.

3.2. Фильтры. К сожалению, идеальные низкочастотные и высокочастотные
фильтры с прямоугольным профилем передаточной функции не принадлежат про-
странству A. Поэтому они не покрываются определением 2 передаточных функ-
ций, применимых к сигналам из ℓ∞. Тем не менее, некоторые аппроксимации этих
идеальных фильтров могут быть достигнуты с использованием трапецеидальных
передаточных функций из A. Например, пусть

Hp,q(e
iω) := Iω∈[−p,p] +

q − ω

q − p
Iω∈(p,q] +

q + ω

q − p
Iω∈[−q,−p),

где 0 < p < q < π. Так как
p

W 1
2 (−π, π) ⊂ A, функции Hp,q(e

i·) принадлежат A, следо-
вательно, они являются допустимыми передаточными функциями на ℓ∞. Очевидно,
что для любого x ∈ ℓ∞ и X = Fx функция Hp,qX имеет спектральный разрыв на
(−π,−q) ∪ (q, π]; в этом смысле фильтрованный процесс x̂ = F−1(Hp,qX) является
процессом с ограниченной полосой.

При q → p+ указанные функции аппроксимируют идеальный низкочастотный
фильтр с полосой пропускания [−p, p], т.е. с прямоугольной передаточной функцией
Hp,p(e

iω) = Iω∈[−p,p]. Как было указано выше, Hp,p(e
i·) /∈ A, т.е. это не передаточная

функция, применимая к сигналам из ℓ∞.

Замечание 3. Для любых p > 0 и q > p и для Γ = {ν : ν > 0} каждый сиг-
нал x со спектральным разрывом [−q, q] имеет вырождение спектра, компенсирую-
щее G(ω, ν) = νHp,q(ω).

3.3. Каузальные передаточные функции.

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что передаточная функция H , описанная
в определении 2, является каузальной на ℓ∞, если для любого τ ∈ Z и любого
x ∈ ℓ∞, такого что x(t) = 0 для всех t < τ , выполняется x̂(τ) = 0, где x̂ = F−1X̂ и

X̂ = HX .
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Отметим, что в приведенном выше определении X̂ ∈ A∗.

Т е о р е м а 2. Предположим, что функция H : D̄ → C является непрерывной
на D̄ и аналитической на D, и что H(ei·) ∈ A. Тогда H(ei·) является передаточной
функцией на ℓ∞, которая является каузальной в смысле определения 3.

§ 4. Применения для задач восстановления данных и прогнозирования

Рассмотрим задачу восстановления ненаблюдаемых значений x(tk)|k∈M
по на-

блюдаемым значениям x(tk)|k∈Z\M
для сигналов из некоторых подмножеств ℓ∞.

4.1. Восстановление конечного набора пропущенных значений. Пусть D ⊂ [−π, π]
– борелевское множество с непустой внутренностью. Обозначим через V(D) (или
VR(D), или VI(D)) множество всех сигналов x ∈ ℓ∞, таких что x = xv + xs, где
• D является спектральным разрывом для Xv = Fxv (соответственно, для ReXv,

или для ImXv);
• Xs = Fxs таково, что Xs ∈ C([−π, π])∗ – мера Радона на [−π, π], сингулярная

относительно меры Лебега.

В частности, соответствующие сигналы включают сигналы

xs =
∑

k∈Z

αke
iωkt

для всех последовательностей {αk}
∞
k∈Z

∈ ℓ1. В этом случае

Xs = Fxs =
∑

k∈Z

αkδ(· − ωk),

где δ(· − ωk) – дельта-функции, т.е. 〈δ(· − ωk), f〉 = f(ωk) для f ∈ C([−π, π]).
Очевидно, что V(D) ⊂ VR(D) ∩ VI(D).

Т е о р е м а 3. Для любого борелевского множества D ⊂ [−π, π] с непустой
внутренностью и любого конечного множества M ⊂ Z значения x(t)|

t∈M
для

любого x ∈ VR(D) ∪ VI(D) однозначно определяются значениями x(t)|
t∈Z\M

.

Теорема 3 формально подразумевает метод восстановления для x|
M

, так как
тригонометрический многочлен

XM(ω) =
∑

t∈M

e−itωx(t)

наблюдаем на D в следующем смысле: для любого f ∈ A, поддержанного на D,
выполнено

〈XM, f〉 = −〈XZ\M, f〉,

где XZ\M := F
(
I·/∈Mx(·)

)
. Однако это потребовало бы вычисления XZ\M, что ка-

жется численно трудоемким.

Следующая теорема предлагает альтернативный подход, основанный на приме-
нении явно заданных каузальных передаточных функций и применимый к сигналам
из более узкого класса V(D).

4.2. Задача прогнозирования. Пусть заданы c > 0 и q > 1. Для ω̂ ∈ (−π, π],
ν ∈ (0, 1) определим

G(ω, ω̂, ν) := exp
c

|eiω − eiω̂|q + ν
.
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Функции G(· , ω̂, ν) принадлежат
p

W 1
2 (−π, π) для любых ω̂ и ν. Таким образом,

они принадлежат A. Кроме того, ‖G(· , ω̂, ν)‖A → +∞ для любого ω̂ при ν → 0.
Пусть Xω̂ – множество всех процессов x ∈ ℓ∞ с точечным вырождением спектра

в ω̂, компенсирующим G, т.е. таких, что

‖x‖Xω̂
:= sup

ν∈(0,1)

‖XG(· , ω̂, ν)‖A∗ < +∞, X = Fx.

Рассмотрим Xω̂ как линейное нормированное пространство с соответствующей
нормой.

В частности, это множество включает все процессы с любым спектральным раз-
рывом D ⊂ [−π, π] с непустой внутренностью, такой что eiω̂ принадлежит внутрен-
ней части дуги

{
eiω
}
ω∈D

.

Пусть задано r ∈ (0, 1). Для всех γ > 0 определим

Hγ(z) := z

(
1− exp

[
−

γ

z + 1− γ−r

])
. (1)

Имеем Hγ(e
i·) ∈

p

W 1
2 (−π, π) ⊂ A.

Т е о р е м а 4. Функции {Hγ(e
i·)}γ>0 ⊂ A являются каузальными передаточны-

ми функциями, определенными на ℓ∞. При этом для любого ω̂ ∈ (−π, π] существу-
ет γ̄ > 0, такое что

sup
t∈Z

|x(t+ 1)− x̂γ(t)| 6 ε ∀γ > γ̄

для любого x ∈ Xω̂, такого что ‖x‖Xω̂
6 1. Здесь

x̂γ(t) = ei(ω̂−π)t
t∑

s∈Z

hγ(t− s)ei(π−ω̂)sx(s), hγ = F−1Hγ .

В [4] показано, что функции Hγ аппроксимируют eiω на T для ω ∈ (−π, π) при
γ → +∞, т.е. они представляют собой одношаговый предиктор.

Эти передаточные функции были введены в [2] для прогнозирования сигналов
из ℓ1. Некоторые численные эксперименты для этих предикторов с различными
значениями r были описаны в [3].

4.3. Восстановимость данных в случае неизвестного спектрального зазора. Для
Ω > 0 пусть U(Ω) (или UR(Ω), или UI(Ω)) обозначает множество всех сигналов
x ∈ ℓ∞, таких что для каждого x существует борелевское измеримое множество
D = D(x(·)) ⊂ [−π, π], такое что mesD > Ω и x ∈ V(D) (или VR(D), или VI(D),
соответственно). Очевидно, что U(Ω) ⊂ UR(Ω) ∩ UI(Ω).

Пусть ⌊r⌋ обозначает целую часть числа r > 0, а |M| обозначает количество
элементов множества M.

Т е о р е м а 5. Для любого конечного множества M ⊂ Z, для любого x ∈ UR(Ω)∪
∪UI(Ω), для заданного множества наблюдений x(t)|

t∈Z\M
количество возмож-

ных различных упорядоченных множеств {x(t)}t∈M не может превышать N :=
:= ⌊2π/Ω⌋.

Следует отметить, что в теореме 5 оценка возможного количества значений
в C|M| для ненаблюдаемого вектора {x(t)}t∈M не зависит от M или |M|.

В частности, если Ω > π/2, то вектор {x(t)}t∈M однозначно определяется на-
блюдениями x(t)|

t∈Z\M
. Если Ω > π/4, то вектор {x(t)}t∈M может принимать не

33



более двух возможных значений в CM для любого заданного множества наблюде-
ний x(t)|

t∈Z\M
.

Доказательства результатов можно найти в [4].
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