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§ 1. Введение

Класс регулярных языков является одним из важнейших объектов изучения
в теории формальных языков. Хорошо известно, что основные алгоритмические за-
дачи теории формальных языков – проверка пустоты, конечности, принадлежности
слова регулярному языку – разрешимы, и более того, разрешимы за полиномиальное
время, если регулярный язык задан описанием конечного автомата, распознающего
язык.

Однако регулярные условия, накладываемые на слова некоторого языка, могут
оказаться гораздо сложнее. Соответствующая алгоритмическая задача называет-
ся задачей регулярной реализуемости. Это целый класс задач, параметризованный
языками. Зафиксируем некоторый язык F , называемый фильтром. Входом задачи
регулярной реализуемости является регулярный язык L(A), распознаваемый авто-
матом A. Необходимо проверить выполнение условия L(A) ∩ F 6= ∅. Задачу ре-
гулярной реализуемости обозначаем DRR(F ) или NRR(F ) в зависимости от вида
автомата A: детерминированный или недетерминированный.

На задачи регулярной реализуемости можно смотреть как на задачи достижи-
мости в графе при ограничении на пути: считаем, что ребра графа помечены сим-
волами и интересуемся существованием пути, вдоль которого прочитывается слово
из некоторого языка. Наиболее изучена такая задача для ограничений в виде КС
языка [1–4]. В этом случае задача регулярной реализуемости разрешима за полино-
миальное время.

Общая формулировка задачи регулярной реализуемости дана в [5]. Там же при-
ведены примеры фильтров, для которых задачи регулярной реализуемости полны
для некоторых типичных классов сложности или для всего класса перечислимых
языков.

1 Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 20-11-20203).
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Более общим вопросом, чем существование алгоритмически трудных задач, яв-
ляется вопрос об “универсальности” задач некоторого класса среди всех возможных
задач разрешения. Более точно, свойство универсальности класса языков C отно-
сительно сводимостей (61,62) состоит в том, что для любого непустого языка X
существует такой язык LX ∈ C , что

X 61 LX 62 X.

Получаем целое семейство свойств универсальности, в котором чем слабее сводимо-
сти, тем сильнее свойство. С точки зрения теории алгоритмов имеет смысл рассмат-
ривать сводимости, которые не сильнее сводимостей по Тьюрингу. Для применений
к теории вычислительной сложности требуются более слабые сводимости.

В [6] доказано свойство универсальности класса DRR относительно пары своди-
мостей (6log

m ,6FNL
dtt ) (определения см. в п. 2.2 и в работе [6]). В той же работе дока-

зано, что для каждого класса полиномиальной иерархии существует задача DRR,
полная в этом классе относительно полиномиальных сводимостей. Заметим также,
что результаты [6] легко переносятся на NRR.

Вопрос об универсальности имеет смысл и для задач регулярной реализуемости
с ограниченными классами фильтров. Такого рода результаты можно интерпрети-
ровать как универсальность подходящих моделей вычисления. В [6] доказана уни-
версальность DRR относительно той же пары сводимостей, что и в общем случае,
для префиксно-замкнутых фильтров. Этот результат говорит о представительно-
сти модели автоматов с обобщенным недетерминизмом (см. [7]). Этот результат был
уточнен в [8], где была доказана универсальность задачи регулярной реализуемо-
сти для фильтров, образованных корректными протоколами работы конечных ав-
томатов с дополнительными структурами данных относительно пары сводимостей
(6log

m ,6P
T), где 6P

T – полиномиальные сводимости по Тьюрингу. Отсюда следует,
что любой достаточно сильный класс сложности можно описать как класс языков,
распознаваемых машинами Тьюринга на логарифмической памяти, к которым до-
бавили структуру данных, соответствующую языку протоколов.

В этой статье мы уточняем границу между классами фильтров со свойствами
универсальности и без них. На этот раз мотивация выбора класса фильтров другая
и не связана с моделями вычислений.

Задачи регулярной реализуемости (под другим названием – regular intersection
emptiness problems) изучались в работах [9,10]. Там изучен такой круг вопросов: за-
фиксируем некоторое свойство графов и способ описания графов в виде слов конеч-
ного алфавита. Интересует существование графа, обладающего данным свойством,
одно из описаний которого удовлетворяет некоторому регулярному ограничению.
Другими словами, на вход задачи о графах подается не один граф, а множество
графов, описания которых удовлетворяют некоторому регулярному условию – вхо-
ду задачи NRR(F ). Интересует существование хотя бы одного графа в этом мно-
жестве, обладающего искомым свойством (которое задает фильтр F ). При такой
постановке крайне существен способ задания графа. В [9] предложен очень интерес-
ный способ кодировки, при котором вершины графа – натуральные числа, а ребра –
пары чисел, причем числа записываются в унарной системе. Самой важной осо-
бенностью этого способа представления является свобода в выборе порядка записи
ребер и возможность повторения элементов списка. Для задач регулярной реализуе-
мости это означает отсутствие “лишних” трудностей, которые могут возникнуть при
фиксированном порядке записи ребер (например, см. [8], где порядок записи блоков
в протоколе существен).

Для такого способа представления графов в [9] доказана разрешимость задач
регулярной реализуемости для многих типичных для теории графов свойств. Ряд
родственных результатов получен в работах [10, 11].
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Неформально говоря, результаты из [9–11] указывают на структурную простоту
выбранного в этих работах способа описания графов. Поэтому неочевиден ответ на
вопрос об универсальности задач регулярной реализуемости для таких описаний:
раз уж свойства графов легко поддаются алгоритмическому анализу при выбранном
способе описания, то строить трудные примеры должно быть сложнее.

Тем не менее в данной статье получены результаты об универсальности задач
регулярной реализуемости для описаний графов и унарных отношений на множестве
натуральных чисел. Эти результаты используют более сильные сводимости, чем
общая теорема об универсальности, что отражает специфику данного класса задач
регулярной реализуемости.

При получении таких результатов одним из основных препятствий является сво-
бода в выборе порядка записи элементов множества. Для преодоления этой труд-
ности приходится использовать довольно сложные и нетипичные для теории фор-
мальных языков конструкции – эффективные асимптотически хорошие коды. Мы
также вводим некоторую новую модель вычисления булевых функций (или, что то
же самое, семейств подмножеств некоторого фиксированного множества).

Статья организована следующим образом. В § 2 приводятся точные формулиров-
ки неформально поставленных выше задач и напоминаются основные определения,
относящиеся к автоматам и алгоритмическим сводимостям. В § 3 описано основное
техническое средство анализа задач регулярной реализуемости для таких способов
описания: переход к автоматам в алфавите N

k, где k – арность рассматриваемых
отношений2. Задание таких автоматов опирается на структурную простоту регу-
лярных языков в унарном алфавите.

В § 4 описан наш подход к получению результатов универсальности для различ-
ных классов фильтров. Для применения этого подхода к интересующему нас случаю
описаний конечных отношений требуется, как уже говорилось, анализ общей зада-
чи представления семейств подмножеств заданного множества (“универсума”) ори-
ентированными графами. Эта задача формулируется в § 5. Именно при построении
разделенных семейств множеств возникает необходимость в эффективных асимпто-
тически хороших кодах.

Поскольку основная мотивация статьи связана с задачами регулярной реализу-
емости для теоретико-графовых свойств, мы рассматриваем отдельно классы отно-
шений на N, инвариантные относительно биекций N. Ведь обычно под свойством
графов понимают свойство, которое сохраняется при изоморфизме. Доказательство
универсальности для инвариантных свойств удается получить только для весьма
сильных сводимостей (дизъюнктные сводимости на полиномиальной памяти).

В § 6 содержатся основные результаты статьи: универсальность описаний унар-
ных отношений (т.е. конечных подмножеств N), универсальность инвариантных би-
нарных отношений и универсальность инвариантных унарных отношений. Послед-
ний результат доказан только для языков в унарном алфавите, поскольку един-
ственный инвариант конечного подмножества – это его размер, что не позволяет
строить короткие кодировки двоичных слов числами в унарной системе.

В заключительном параграфе обсуждаются результаты этой статьи и перспек-
тивы дальнейших исследований в этом направлении.

Расширенный вариант этой статьи см. в [12].

§ 2. Определения и основные конструкции

Напомним основные определения, связанные с автоматами и трансдьюсерами,
сводимостями и классами сложности, а также зафиксируем обозначения. В этом

2 Под натуральными числами мы понимаем целые неотрицательные числа.

48



параграфе также фиксируется точный формат описания конечных отношений, ис-
пользуемый в настоящей статье.

2.1. Автоматы и трансдьюсеры. (Недетерминированный) автоматA в алфавитеΣ
задается конечным множеством состоянийQ, начальным состоянием q0, множеством
принимающих состояний Qa и отношением переходов

δA ⊆ Q× ({ε} ∪ Σ)×Q,

где ε – пустое слово. Отношение переходов продолжается до отношения на Q×Σ∗×Q
естественным правилом: (q1, wσ, q2) ∈ δA равносильно тому, что существует такое q3,
что (q1, w, q3) ∈ δA и (q3, σ, q2) ∈ δA. Здесь w ∈ Σ∗, σ ∈ {ε} ∪ Σ.

Обратите внимание, что мы допускаем бесконечные алфавиты для автоматов.
Это нестандартное определение оказывается здесь удобным. Если алфавит конеч-
ный, то возможно задание автомата списком элементов отношения переходов. В слу-
чае бесконечного алфавита задание отношения переходов оговаривается особо (см.
пример в § 3 ниже).

Слово w принимается автоматом A, если (q0, w, qa) ∈ δA для qa ∈ Qa. Языком
называется любое подмножество слов в конечном алфавите. Язык L(A) слов, рас-
познаваемый автоматом A, состоит из слов, принимаемых A. Автоматы A′ и A′′

называются эквивалентными, если L(A′) = L(A′′).
Переходы (q1, ε, q2) называются ε-переходами. По описанию автомата A возмож-

но построить описание эквивалентного автомата A′ без ε-переходов за полиномиаль-
ное время. Поэтому в дальнейшем по умолчанию предполагается, что в автоматах
нет ε-переходов (при необходимости применяется описанное выше преобразование).

Ходом автомата A при чтении слова w = w1w2 . . . wn называется такая последо-
вательность состояний q0, q1, . . . , qn, что (qi−1, wi, qi) ∈ δA для всех 1 6 i 6 n. Ход
автомата из начального состояния в принимающее называется принимающим.

Всюду далее по умолчанию предполагается, что в автоматах нет избыточных
состояний, т.е. каждое состояние лежит хотя бы на одном принимающем ходе ав-
томата. Удаление избыточных состояний возможно за полиномиальное от размера
описания автомата время.

Трансдьюсер – это конечный автомат, дополненный лентой результата, и для
каждого перехода указано, какое слово в выходном алфавите трансдьюсер должен
дописать на ленту результата к уже записанным там символам. Трансдьюсер T за-
дает бинарное отношение на словах входного и выходного алфавитов: uTv истинно,
если при чтении слова u возможен результат v на некотором принимающем ходе.
Отношение рационального доминирования A6rat B на языках означает, что суще-
ствует такой трансдьюсер T , что

A = T (B) = {v | ∃u : uTv, u ∈ B}.

2.2. Сводимости. Язык A m-сводится к языку B относительно класса функ-
ций C (обозначение 6C

m), если существует такая функция f ∈ C , что x ∈ A равно-
сильно f(x) ∈ B. Чтобы отношение сводимости было предпорядком (транзитивным
и рефлексивным отношением), необходимо и достаточно, чтобы класс C содержал
тождественное отображение и был замкнут относительно композиции. Используем
обозначения 6P

m для сводимости за полиномиальное время (сводимость по Карпу)
и 6log

m для сводимости на логарифмической памяти.
Аналогично определяется сводимость по Тьюрингу (сводимость с оракулом):

A6C
T B, если A разрешается алгоритмом из класса C с оракулом B. (Алгоритм

разрешает A, если он вычисляет характеристическую функцию A). В этой статье
используется сводимость 6FNP

T , где функции из класса FNP вычислимы за полино-
миальное от длины входа время с NP-оракулом. Алгоритм вычисления такой функ-
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ции может за один такт работы выяснять у оракула принадлежность слова-запроса
к любому языку из NP. Нетрудно видеть, что равносильное требование состоит
в том, чтобы алгоритм проверял принадлежность некоторому NP-полному языку.

Пусть R – бинарное отношение из класса P, и пусть для некоторого многочле-
на q(·) выполняется |y| 6 q(|x|) для всех (x, y) ∈ R. Именно такие отношения ис-
пользуются в определении класса NP, и y называется сертификатом для x, если
(x, y) ∈ R. В построении сводимостей мы используем хорошо известное соображе-
ние: алгоритм с NP-оракулом может за полиномиальное время не только проверить
существование сертификата, но и найти его.

Частным случаем сводимости по Тьюрингу является табличная сводимость.
В этом случае алгоритм разрешения строит список запросов q1, . . . , qs к оракулу
и описание булевой функции от s аргументов, которая вычисляет результат по от-
ветам оракула на запросы. Нам потребуется еще более ограниченный тип таблич-
ных сводимостей: дизъюнктная сводимость (dtt), когда вычисляется дизъюнкция
ответов на запросы (т.е. ответ положительный, если хотя бы одно слово-запрос при-
надлежит языку-оракулу).

Мы будем использовать два вида дизъюнктных сводимостей. Более сильная из
них, 6PSPACE

dtt , – дизъюнктная сводимость на полиномиальной памяти. Заметим, что
в этом случае список запросов может быть экспоненциально велик по сравнению
с длиной входа. Такая сводимость имеет смысл для достаточно трудных языков. На-
пример, соответствующий ей предпорядок различает классы арифметической иерар-
хии.

Более слабая, 6P
dtt, использует функции, вычислимые за полиномиальное время.

2.3. Описания конечных отношений. Нас интересуют фильтры, которые зада-
ют конечные отношения (например, графы). Обобщая кодировки из [8, 9], будем
рассматривать фильтры следующего вида. Пусть R ⊆ N

k – конечное k-арное отно-
шение. Кодируем последовательность x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ N

k словом

〈x〉 = ⊳ax1#ax2# . . .#axk⊲

в алфавите {a,⊳,⊲,#}. Будем называть такие слова блоками. Описанием 〈R〉 ко-
нечного отношения R является любое слово вида

t∏

i=1

〈x(i)〉, где {x(i) : 1 6 i 6 t} = R.

Здесь
∏

обозначает конкатенацию слов. Заметим, что порядок записи кодировок
различных x ∈ R произвольный и допустимы повторения. Таким образом, кодировка
неоднозначна.

Сопоставим семейству конечных отношений R язык

〈R〉 = {〈R〉 : R ∈ R},

состоящий из всех описаний всех отношений из R. Эти языки будут фильтрами
в задачах регулярной реализуемости, которые рассматриваются в данной статье.

Как и в [9], нас будут также интересовать описания простых неориентированных
графов без изолированных вершин. Следуя [9], полагаем, что ребра графа пере-
числяются в произвольном порядке, порядок вершин в описании ребра не важен,
диагональные блоки ⊳ax#ax⊲ допустимы, но игнорируются. Более точно, произ-
вольному бинарному отношению R сопоставляем граф GR = (V,E) по правилу

V = {v : ∃u (u, v) ∈ R} ∪ {u : ∃v (u, v) ∈ R},

E =
{
{u, v} : (u 6= v) ∧

(
((u, v) ∈ R) ∨ ((v, u) ∈ R)

)}
.

(1)
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По определению описанием 〈G〉 графа G является описание 〈R〉 любого отноше-
ния R, для которого G = GR.

Наши кодировки несколько отличаются от кодировок в других работах на эту
тему, см. [9–11]. Различие состоит в формате разделителей между описаниями чи-
сел в унарной системе. Поэтому одни кодировки переводятся в другие с помощью
трансдьюсерного преобразования, и наоборот. Нас интересуют задачи регулярной
реализуемости, их сложность не изменяется при таких преобразованиях, так как
в [3] доказано, что из A6ratB следует NRR(A)6log

m NRR(B). Поэтому эти различия
в кодировках несущественны.

Обычно интересуются свойствами графов, сохраняющимися при изоморфизме.
Будем далее называть инвариантными семейства отношений на N, замкнутые от-
носительно биекций N. Из определения (1) сразу следует, что описания семейства
графов с вершинами из N, замкнутого относительно изоморфизма, образуют инва-
риантное семейство отношений.

§ 3. Автоматы в бесконечном алфавите

Рассмотрим автомат A в алфавите {a,⊳,⊲,#}. Обозначим через Rk(A) класс
тех k-арных отношений на N, описания которых принимаются автоматом A: хотя
бы одно описание для каждого отношения. Слова в унарном алфавите находятся во
взаимно-однозначном соответствии с натуральными числами, слову сопоставляет-
ся его длина. В дальнейшем анализе удобно избавиться от символов-разделителей
и рассматривать автоматы в бесконечном алфавите N

k.

Для этого по автомату A построим автомат Ãk
N

с тем же множеством состояний,
теми же начальными и принимающими состояниями и алфавитом N

k. Отношение
переходов определим так: для всех i = (i1, i2, . . . , ik) ∈ N

k

(q1, i, q2) ∈ δÃk

N

⇐⇒ (q1,⊳ai1#ai2# . . .#aik⊲, q2) ∈ δA . (2)

Из такого определения следует, что если непустое слово в алфавите N
k принадле-

жит L(Ãk
N
), то множество входящих в него символов (т.е. последовательностей неот-

рицательных целых чисел длины k) принадлежит Rk(A). Верно и обратное: любое

отношение R ∈ Rk(A) является множеством символов некоторого слова из L(Ãk
N
).

В автомате Ãk
N

возможны избыточные состояния. После их удаления получаем ав-
томат Ak

N
, для которого выполняются те же соотношения с множеством Rk(A). Об

отношениях из Rk(A) будем говорить, что они принимаются автоматом Ak
N
. Анало-

гично, граф G принимается автоматом, если для некоторого отношения R выпол-
няется G = GR и R ∈ L(A2

N
).

Представление автомата в бесконечном алфавите в виде конечного объекта тре-
бует уточнения в описании отношения переходов. В данном случае это довольно
просто сделать в силу ограниченной структуры регулярных языков в унарном ал-
фавите. Теорема Хробака–Мартинеза (см. [13,14] и уточнения в [15,16]) утверждает,
что по автомату в унарном алфавите, имеющему n состояний, можно за полиноми-
альное время построить описание множества длин принимаемых ими слов в виде
O(n2) арифметических прогрессий {a+ bt : t ∈ N}, где a = O(n2), b = O(n). Если не
оговорено противное, далее мы предполагаем, что одномерные полулинейные мно-
жества представлены в виде объединения арифметических прогрессий с указанными
ограничениями на начальные члены и разности.

Сопоставим паре состояний (q1, q2) автомата Ak
N

множество Lq1q2 ⊆ N
k тех набо-

ров из N
k, чтение которых переводит q1 в q2.
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Л е мма 1. Множество Lq1q2 ⊆ N
k, где k = O(1), является объединением декар-

товых произведений одномерных полулинейных множеств. Размер описания этого
объединения poly(size(A)), где size(A) – размер описания A.

Отношение переходов автомата Ak
N
, т.е. множество {(q1, i, q2) : i ∈ Lq1q2}, задаем

соответствующими Lq1q2 объединениями декартовых произведений одномерных по-
лулинейных множеств. Размер такого описания полиномиально ограничен размером
описания исходного автомата A, как следует из леммы 1. Построение описания ав-
томата Ak

N
по A возможно за полиномиальное время в силу теоремы Хробака – Мар-

тинеса.

В дальнейшем будут важны те автоматы, для которых Rk(A) конечно. Поэтому
потребуется следующий факт.

Л е мма 2. Rk(A) конечно тогда и только тогда, когда Lq1q2 конечно для любой
пары (q1, q2). Аналогичное утверждение выполняется также и для множества
принимаемых автоматом A графов.

С л е д с т в и е 1. Конечность Rk(A) проверяется за полиномиальное время.

§ 4. Общая схема доказательства универсальности

Универсальность описаний отношений заданного типа состоит в том, что для
любого непустого языка двоичных слов X существует такой класс UX конечных
k-арных отношений этого типа, что

X 61 NRR
(
〈UX〉

)
62 X. (3)

Точный вид сводимостей и требования к классу отношений будут в разных случаях
различными. Однако общая схема доказательства одна и та же, и мы ее сейчас
опишем.

Определяем функцию X 7→ UX следующим образом. Обозначим через Pf (N
k)

семейство всех конечных подмножеств N
k, т.е. конечных k-арных отношений на N.

Выберем кодировку ϕ : {0, 1}∗ → Pf (N
k) двоичных слов конечными отношениями,

удовлетворяющую следующим свойствам:
1. ϕ инъективна;
2. ϕ вычислима за полиномиальное время;
3. (частичная) функция ϕ−1 также вычислима за полиномиальное время;
4. x ∈ X равносильно ϕ(x) ∈ UX ;
5 (условие конечности). Для всякого автомата A из бесконечности Rk(A) следует,

что A принимает хотя бы одно описание 〈R〉 для некоторого R /∈ ϕ({0, 1}∗).
Для выполнения условия 4 потребуем

UX = ϕ(X) ∪ ϕ({0, 1}∗) (4)

Тогда

UX ∩ ϕ
(
{0, 1}∗

)
= ϕ(X),

и сводимость X 6 NRR
(
〈UX〉

)
возможно определить как x 7→ A〈ϕ(x)〉, где авто-

мат A〈ϕ(x)〉 принимает в точности одно слово из множества описаний отношения ϕ(x)
(такие сводимости в [6] названы моносводимостями). Из условия 2 следует, что в та-
ком случае

X 6
P
m NRR

(
〈UX〉

)
.

Сводимость NRR
(
〈UX〉

)
6 X определяется по-разному на двух классах входов.

Мы разделяем автоматы, т.е. входы NRR
(
〈UX〉

)
, на тривиальные и нетривиальные.
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Определения тривиальности варьируются. Однако всегда для тривиального автома-
та A выполняется

Rk(A) ∩ ϕ({0, 1}∗) 6= ∅,

т.е. A принимает хотя бы одно слово 〈R〉 для отношения R, которое не является
кодировкой двоичного слова. Важный частный случай этого условия – бесконеч-
ность Rk(A), так как тогда из условия конечности 5 следует

Rk(A) ∩ ϕ({0, 1}∗) 6= ∅.

В силу (4) ответ в задаче NRR
(
〈UX〉

)
для тривиального автомата A положитель-

ный, т.е. A ∈ NRR
(
〈UX〉

)
. Это позволяет определять вторую сводимость

NRR
(
〈UX〉

)
6 X

на тривиальных автоматах простейшим способом: отображать каждый тривиальный
автомат в некоторый фиксированный элемент x0 ∈ X . Такое определение сводимо-
сти возможно для тех сводимостей, сложность которых достаточна для проверки
тривиальности автомата. Формально, дизъюнктная сводимость на тривиальном ав-
томате выдает список запросов, состоящий из единственного элемента x0.

Для нетривиальных автоматов возможны оба ответа в задаче NRR
(
〈UX〉

)
. Пусть

A – нетривиальный автомат, в частности, |Rk(A)| < ∞. Список запросов к ораку-
лу X состоит из слов

ϕ−1(Rk(A)) = {ϕ−1(R) : R ∈ Rk(A)},

здесь ϕ – та же функция, что и при построении первой сводимости. Поэтому

A ∈ NRR
(
〈UX〉

)
⇐⇒ ϕ−1(Rk(A)) ∩X 6= ∅,

поскольку хотя бы один запрос возвращает положительный ответ в точности при
A ∈ NRR

(
〈UX〉

)
. Количество запросов конечно, так как ϕ – инъекция по условию 1

и |Rk(A)| < ∞.
Так как множество Rk(A) конечно, автомат Ak

N
принимает только отношения

размера poly(size(A)) в силу лемм 1 и 2. Все эти отношения можно перечислить
на полиномиальной памяти. Это уже дает сводимость на полиномиальной памяти.
В некоторых случаях она может быть ослаблена до дизъюнктной полиномиаль-
ной 6P

dtt.
В случае инвариантных отношений эту схему нужно модифицировать. В этом

случае нужны классы изоморфизма конечных отношений, поэтому UX должно
быть замкнуто относительно биекций N. Значит, нетривиальны те автоматы A,
для которых Rk(A) конечно и содержит лишь отношения, изоморфные отношени-
ям из ϕ({0, 1}∗). Для второй сводимости нужен список всех классов изоморфизма
отношений из Rk(A).

Заметим также, что для универсальности инвариантных унарных отношений
(теорема 3 ниже) условие конечности 5 требуется ослабить.

§ 5. Пути на размеченных графах

Для реализации изложенного выше плана важно находить все отношения из
Rk(A), если это множество конечно. По лемме 2 равносильное условие состоит в том,
что множества Lq1q2 конечные для всех пар q1, q2 состояний автомата Ak

N
(их может

быть меньше, чем состояний A, см. § 3).
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Поскольку порядок перечисления элементов в описании отношения несуществе-
нен, характеризация принимаемых автоматом Ak

N
отношений дается следующей об-

щей моделью задания семейств конечных множеств ориентированными графами.
Рассматриваем ориентированные графы с петлями и кратными ребрами. Граф

переходов G = (V, s, t, E, ℓ) задается множеством вершин V , множеством ориентиро-
ванных ребер E, начальной вершиной s, конечной вершиной t и функцией разметки

ℓ : E → {∅} ∪ U,

которая отображает ребра графа переходов в пустое множество или в элемент конеч-
ного множества U , именуемого далее универсумом меток. Размер |G| графа перехо-
дов – это размер описания G списками вершин, ребер и таблицей функции разметки.

Значение функции ℓ(e), e ∈ E, называем меткой ребра e. Для пути P множе-
ством меток пути ℓ(P ) называем множество всех непустых меток его ребер. Гово-
рим также, что P несет множество меток ℓ(P ). Через F(G) обозначаем семейство
множеств меток путей из s в t (в дальнейшем (s, t)-пути).

Связь с автоматами Ak
N
, у которых все множества Lq1q2 конечные, прямолинейна.

Вершинами графа G являются состояния автомата и дополнительная терминальная
вершина, куда ведут ребра из принимающих состояний, помеченные пустым множе-
ством. Каждому i ∈ Lq1q2 соответствует ребро (q1, q2) в графе переходов G (разным i

соответствуют разные ребра). Меткой этого ребра является i. Начальной вершиной
является начальное состояние Ak

N
. Так как Rk(A) совпадает с семейством множеств

символов непустых слов языка L(Ak
N
), то

Rk(A) = F(G).

Проверка принадлежности множества S семейству F(G) алгоритмически трудна.

Задача All-labels. Вход: граф переходов G = (V, s, t, E, ℓ). Требуется выяснить,
существует ли такой (s, t)-путь P в G, что ℓ(P ) = ℓ(E).

Л е мма 3. Задача All-labels является NP-полной.

С л е д с т в и е 2. Проверка принадлежности множества S семейству F(G) яв-
ляется NP-полной.

Хотя проверка S ∈ F(G) является NP-полной, множества меток путей возможно
эффективно порождать в смысле инкрементального порождения с полиномиальной
задержкой, когда каждый следующий элемент множества порождается за время,
полиномиальное от длины входа и количества уже найденных элементов множе-
ства (см., например, [17]). Более точно, для инкрементального порождения F(G)
требуется решение следующей задачи.

Задача Next-label. Вход: граф переходов G = (V, s, t, E, ℓ) и семейство мно-
жеств меток

S = {S0, . . . , St−1}, S ⊆ F(G).

Требуется проверить равенство F(G) = S, и в случае отрицательного ответа предъ-
явить множество St ∈ F(G) \ S.

Для ациклических графов переходов задача Next-label разрешима за полино-
миальное от длины входа время. Поэтому эффективное порождение F(G) возможно
для ациклического графа переходов, если |F(G)| полиномиально ограничено |G|.

Ограничение ациклическими графами несущественно.

Л е мма 4. По графу переходов G за полиномиальное время можно построить
такой ациклический граф переходов G′, что F(G′) = F(G).
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Л е мма 5. Задача Next-label разрешима за полиномиальное время.

Общий план построения сводимостей из § 4 требует порождения всех множеств
из F(G). Как следует из леммы 5, это возможно за полиномиальное время, если
|F(G)| полиномиально ограничено относительно |G|. Для выполнения этого усло-
вия нам потребуются ε-разделенные семейства множеств. Через S1 ⊕ S2 обозначаем
симметрическую разность множеств. Семейство конечных подмножеств F назовем
ε-разделенным, если для каждой пары различных множеств S1 6= S2 из F выполня-
ется

|S1 ⊕ S2| > ε ·max
(
|S1|, |S2|

)

при

ε ·max
(
|S1|, |S2|

)
> 6.

Последнее ограничение носит технический характер, добавлено для упрощения до-
казательств. Из него сразу следует, что ε > 0. Заметим также, что ε < 2 для любо-
го ε-разделенного семейства. Эта оценка достигается: семейство непересекающихся
множеств, мощности которых одинаковы и не меньше 3, является (2− δ)-разделен-
ным при любом δ, таком что 2 > δ > 0.

Л е мма 6. Пусть G – такой граф переходов с n вершинами и универсумом
размера m, что F(G) является ε-разделенным для некоторого ε. Тогда

|F(G)| 6 m · n3/ε +m6/ε.

Сформулируем алгоритмический вариант леммы 6.

Л е мма 7. Пусть C – такое семейство подмножеств, что C ∈ P, и пусть для
любого графа переходов G из F(G) ⊆ C следует, что F(G) является ε-разделенным
для некоторого ε = ε(G), где функция ε(G) полиномиально вычислима. Тогда су-
ществует алгоритм, который по графу переходов G проверяет, что F(G) ⊆ C ,
и в случае положительного ответа порождает список множеств из F(G) за вре-
мя

poly(|G|O(1/ε(G))).

Для приложения к доказательству универсальности описаний унарных отноше-
ний потребуются обильные разделенные семейства множеств, т.е. такие семейства,
в которые входит экспоненциально много множеств относительно размера универ-
сума m. Кроме того, для применения леммы 7 необходимо, чтобы такие семейства
были эффективно разрешимыми. Для этих целей понадобятся эффективные асимп-
тотически хорошие двоичные коды.

Напомним, что линейным двоичным (n, k, d)-кодом C называется такое подпро-
странство размерности k координатного векторного пространства F

n
2 , что среди

координат каждого ненулевого вектора этого подпространства не менее d единиц.
Асимптотически хорошим называется такой код, для которого

k = Ω(n) и d = Ω(n).

Эффективность в данном случае означает лишь существование полиномиального
алгоритма кодирования: такого семейства линейных отображений

ck : F
k
2 → F

n
2 ,

что ck(F
k
2) = C и функция f(k, x) = ck(x) вычислима за время poly(k, n). Более по-

дробные сведения о корректирующих кодах можно найти в [18,19]. Там же описаны
конструкции эффективных асимптотически хороших кодов.
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Мы используем эффективные асимптотически хорошие коды для построения ко-
дировки ϕ, описанной в § 4.

§ 6. Результаты об универсальности

Т е о р е м а 1. Для любого языка ∅ ⊂ X ⊆ {0, 1}∗ существует такое семей-
ство UX конечных подмножеств N, что

X 6
P
m NRR

(
〈UX〉

)
6

P
dttX.

Т е о р е м а 2. Для любого языка ∅ ⊂ X ⊆ {0, 1}∗ существует такое семейство
графов GX , замкнутое относительно изоморфизма, что

X 6
P
m NRR

(
〈GX〉

)
6

PSPACE
dtt X.

Единственный инвариант конечных подмножествN относительно биекций N – это
размер (мощность) множества. Поэтому инвариантное семейство IL ⊂ 2N конечных
унарных отношений задается подмножеством L ⊆ N и состоит из таких конечных
подмножеств натуральных чисел, мощности которых принадлежат L. Это ограничи-
вает возможности кодировки двоичных слов, так как для слов длины n потребуются
экспоненциально большие числа, а числа здесь представляются в унарной кодиров-
ке. Поэтому в данном случае мы ограничимся более слабым результатом и докажем
универсальность инвариантных унарных отношений для языков в унарном алфа-
вите.

Т е о р е м а 3. Для любого языка ∅ ⊂ X ⊆ {a}∗ существует такое множество
L ⊂ N, что

X 6
P
m NRR

(
〈IL〉

)
6

FNP
T X.

§ 7. Заключение

Эта статья расширяет список классов фильтров, для которых выполняется свой-
ство универсальности. Сравнивая известные примеры – произвольные и префиксно-
замкнутые фильтры из [6], фильтры, которые являются языками корректных прото-
колов работы конечных автоматов с дополнительными структурами данных, из [8] –
с новыми классами фильтров, можно отметить следующие особенности. Во-первых,
усиление ограничений на фильтры приводит к усилению требуемых сводимостей, т.е.
дает более слабые свойства универсальности. Это ожидаемое явление. Во-вторых,
для доказательства универсальности новых классов фильтров потребовались более
сложные технические инструменты. В частности, существенную роль в доказатель-
ствах этой статьи играют асимптотически хорошие эффективные коды. Это необыч-
но для теории формальных языков. Кроме того, для доказательств универсально-
сти пришлось изучить представление семейств множеств путями в ориентированных
графах. Это новая неоднородная модель вычислений, свойства которой существенно
отличаются от большинства стандартных неоднородных моделей вычисления. Мы
надеемся, что эта модель найдет и другие приложения в теоретической информа-
тике. В-третьих, во всех известных примерах классы фильтров, несмотря на струк-
турные ограничения, параметризованы произвольными языками или их аналогами
(например, семействами конечных отношений в данной статье).

Возможно ли наложить такие сильные структурные ограничения при сохранении
параметризации произвольными языками, чтобы полученный класс фильтров не
был универсальным даже в самом слабом разумном смысле общих сводимостей по
Тьюрингу? Ответ на этот вопрос неизвестен, хотя кажется правдоподобным, что
такой пример возможно построить, используя методы теории алгоритмов. Однако
при таком построении пример окажется весьма искусственным.

56



Второй интересный вопрос, возникающий при сравнении полученных результа-
тов, связан со сложностью сводимостей, требуемых для универсальности. Возможно
ли доказать универсальность инвариантных свойств графов, ограничиваясь поли-
номиальными дизъюнктными сводимостями (или хотя бы полиномиальными сво-
димостями по Тьюрингу)? Ответ на такой вопрос, даже по модулю стандартных
теоретико-сложностных гипотез, был бы чрезвычайно интересным. Нам представ-
ляется, что для этого необходимы новые технические средства.
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