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Предложены методы для вычисления пропускной способности и параметров
Бхаттачарьи битовых подканалов, задаваемых двоичным поляризующим пре-
образованием с большими ядрами. Верхние и нижние границы, связывающие
пропускную способность и параметр Бхаттачарьи канала, используются для
уточнения полученных оценок. Полученные оценки могут быть использованы
для выбора множества замораживания в конструкции полярных кодов. Кроме
того, представлен метод поиска оптимальной последовательности ядер в поляр-
ных кодах со смешанными ядрами.
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§ 1. Введение

Открытие Э. Ариканом явления поляризации привело к созданию полярных ко-
дов, которые позволяют достичь симметричной пропускной способности дискрет-
ного канала W без памяти с двоичным входом, а также обладают алгоритмами
построения, кодирования и декодирования малой сложности [2]. Полярные коды
были включены в стандарт беспроводной связи 5G. Полярные коды также можно
применять в каналах множественного доступа и каналах ретрансляции [3–5].
Однако классическая конструкция Арикана поляризует канал довольно медлен-

но. Поэтому для кодов практически применимой длины приходится передавать неко-
торые информационные символы по битовым подканалам посредственного качества.
Это приводит к низкой корректирующей способности таких полярных кодов при
декодировании методом последовательного исключения (ПИ). Улучшенные кодо-
вые конструкции, такие как полярные коды с циклическим контролем по избы-
точности [6] и полярные подкоды [7, 8], для получения хорошей корректирующей
способности требуют списочного ПИ-декодирования (СПИ-декодирования) с боль-
шим размером списка. Альтернативный подход – это использовать технику после-
довательного декодирования, что позволяет добиться корректирующей способности,
близкой к корректирующей способности СПИ-декодера, с гораздо меньшей сложно-
стью [9–11].
Ситуация значительно улучшается, если заменить матрицу Арикана размера

2 × 2, называемую ядром, на более крупную. Было показано, что полярные коды
с достаточно большими ядрами обеспечивают более высокую скорость поляриза-
ции [12, 13] и достигают оптимальной экспоненты масштабирования [14, 15]. Более
того, в некоторых случаях сложность СПИ-декодирования, необходимого полярным

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-11-00208.
2 В статье расширяются результаты, представленные в [1].
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подкодам с большим ядром для достижения определенной требуемой корректирую-
щей способности, ниже, чем в случае кодов с ядром Арикана [16].
Полярные коды с ядром Арикана можно строить с помощью метода эволюции

плотности [17, 18], гауссовской аппроксимации [19], рекурсии двоичного стирающе-
го канала [2], или моделирования по методу Монте-Карло [20]. Для больших ядер
описаны только два последних метода, за исключением случая ядер, полученных
из матрицы Арикана [21]. Однако коды, построенные для двоичного стирающего
канала [22], могут оказаться не оптимальными для АБГШ-канала, что на практике
гораздо важнее.
В настоящей статье представлен приближенный метод вычисления пропускной

способности и параметров Бхаттачарьи битовых подканалов, индуцированных дво-
ичным поляризующим преобразованием, для АБГШ-канала с двоичной фазовой
манипуляцией. Показано, что этот метод можно использовать не только для выбо-
ра замороженного множества для полярных кодов, но и для поиска оптимальной
последовательности ядер в конструкции полярных кодов со смешанными ядрами.
Предлагаемый подход опирается на семейство функций, зависящих от ядра, кото-
рые строятся однократно для каждого ядра методом Монте-Карло, а затем исполь-
зуются для построения кодов с произвольной комбинацией ядер с весьма низкой
сложностью.
Статья построена следующим образом. В § 2 приводятся некоторые сведения о по-

лярных кодах. В § 3 изложен предлагаемый подход к оценке надежности битовых
подканалов. В § 4 изучается применение предложенного метода к вопросу упорядо-
чивания ядер в полярных кодах со смешанными ядрами. Результаты моделирования
представлены в § 5.
Расширенная версия данной статьи представлена в [23].

§ 2. Необходимые сведения

2.1. Полярные коды. Поляризующее преобразование задается матрицей

A = K1 ⊗K2 ⊗ . . .⊗ Km,

где Ki – ядра поляризации размера li, т.е. невырожденные (li × li)-матрицы, кото-
рые перестановками столбцов нельзя перевести в верхнетреугольные [12]. Можно
показать, что симметричный канал без памяти с двоичным входом

W(y | c) = W
(0)
0 (y | c)

вместе с матрицей A порождает n =
m∏
i=1

li битовых подканалов

W(i)
m (yn−1

0 , ui−1
0 |ui) = W

(i)
m,A(y

n−1
0 , ui−1

0 |ui) =

=
1

2n−1

∑
un−1
i+1 ∈F

n−i−1
2

n−1∏
j=0

W
(0)
0 (yj | (un−1

0 A)j). (1)

Если все подканалы Ki одинаковы, то при стремлении m к бесконечности пропуск-
ные способности этих подканалов сходятся к 0 и 1, а доля бесшумных подканалов
приближается к пропускной способности C каналаW [12]. На практике может ока-
заться целесообразным использовать конструкции со смешанными ядрами, т.е. за-
давать Ki различными матрицами [24].
Полярный (n, k)-код над F2 – это множество кодовых слов cn−1

0 = un−1
0 A, где

ui = 0, i ∈ F , F ⊂ [n] – множество замораживания, [n] = {0, 1, . . . , n−1} и |F| = n−k.
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В классической конструкции полярных кодов предполагается, что F – множество
индексов подканаловW(i)

m с наименьшими значениями пропускной способности.
Удобно рассматривать вероятности

W(i)
m (ui

0 |yn−1
0 ) =

∑
un−1
i+1

W(n−1)
m (un−1

0 |yn−1
0 ) =

=
∑
un−1
i+1

W(n−1)
m (yn−1

0 |un−1
0 )

P{un−1
0 }

W (yn−1
0 )

=
2−n

W (yn−1
0 )

∑
un−1
i+1

n−1∏
i=0

W(yi | (un−1
0 A)i) =

=

n−1∏
i=0

W (yi)

W (yn−1
0 )︸ ︷︷ ︸
α

∑
un−1
i+1

n−1∏
i=0

W((un−1
0 A)i |yi), (2)

где α – нормирующий множитель, аW (y) – плотность вероятности на выходе канала.
Эти вероятности можно вычислить рекуррентно как

W(lpi+s)
p (u

lpi+s
0 |yLp−1

0 ) = α′
∑

u
lp(i+1)−1

lpi+s+1

lp−1∏
j=0

W
(i)
p−1

(
v0j , . . . , vij |yLp−1

j,lp

)
, (3)

где vtj = (u
lp(t+1)−1
lpt

Kp)j , Lp =
p∏

j=1

lj – размер поляризующего преобразования, по-

лученного на p-м уровне,

yn−1
j,l = (yj , yj+l, . . . , yj+n−l), 0 < p � m, 0 � i < Lp−1, 0 � s < lp,

а α′ – еще один нормирующий множитель. Эта операция известна как обработка яд-
ра, или маргинализация ядра [25,26]. Вычисление этого выражения сводится к мяг-
кому декодированию в смежном классе по несистематическому линейному коду Ci,
порожденному строками i, . . . , lp−1 матрицы Kp. Его можно реализовать, используя
алгоритм типа BCJR (Bahl, Cocke, Jelinek, Raviv) над расширенной кодовой решет-
кой этого кода [27]. Удобно определить логарифмическое отношение правдоподобия
(ЛОПП)

L(i)
p (ui−1

0 , y
Lp−1
0 ) = log

W
(i)
p (ui−1

0 , 0 |yLp−1
0 )

W
(i)
p (ui−1

0 , 1 |yLp−1
0 )

. (4)

Декодирование полярных кодов можно реализовать с помощью ПИ-алгоритма,
принимающего решения

ûi =

⎧⎨⎩argmax
ui∈F2

W
(i)
m (ûi−1

0 , ui |yn−1
0 ), i /∈ F ,

замороженное значение ui, i ∈ F .
(5)

В [10] было предложено заменить сумму в (2) и (3) максимальным членом, т.е.
рассматривать вероятности

W̃(lpj+i)
p (u

lpi+s
0 |yLp−1

0 ) = max
u
lp(i+1)−1

lpi+s+1

lp−1∏
j=0

W
(i)
p−1

(
v0j , . . . , vij |yLp−1

j,lp

)
.
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Эти вероятности можно использовать для аппроксимации W
(j)
m (uj

0 |yN−1
0 ) в алго-

ритме ПИ-декодирования. Еще один подход состоит в том, чтобы использовать при-
ближенные значения ЛОПП

L(i)
p (ui−1

0 , y
Lp−1
0 ) = log

W̃
(i)
p (ui−1

0 , 0 |yLp−1
0 )

W̃
(i)
p (ui−1

0 , 1 |yLp−1
0 )

. (6)

Для вычисления этих значений имеются быстрые точные и приближенные алгорит-
мы обработки ядра [10,16,28–30]. Можно показать, что соответствующие алгоритмы
декодирования обеспечивают очень хороший компромисс между корректирующей
способностью и сложностью [31].

2.2. Параметр Бхаттачарьи. Надежность битовых подканалов W
(i)
λ удобно ха-

рактеризовать их параметрами Бхаттачарьи Zλ,i.
Симметричная пропускная способность I и параметр Бхаттачарьи Z симметрич-

ного канала без памяти с двоичным входом удовлетворяют неравенствам [2]

log2
2

1 + Z
� I �

√
1− Z2. (7)

Более точная оценка дана в [32, формула (23)]:

Ĩ(Z) = 1− Z � I � Î(Z), (8)

где величина Î(Z) такова, что B(1, Î(Z)) =
Z + 1

2
,

B(ρ, C) =

(
(h−1(1− C))

1
1+ρ + (1 − h−1(1− C))

1
1+ρ

)1+ρ

2ρ

и h(p) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p). Это выражение можно упростить, получая

Î(Z) = 1− h

(
Z2

2(1 +
√
1− Z2)

)
.

Альтернативный вариант – переписать (8) в виде

1− I︸ ︷︷ ︸
˜Z(I)

� Z � 2
√
h−1(1− I)(1 − h−1(1− I))︸ ︷︷ ︸

̂Z(I)

. (9)

Выражения для параметров Бхаттачарьи битовых подканалов, индуцированных
поляризационной матрицей Арикана, были получены в [33].

2.3. Показатели качества ядра. Говроят, что ядро K имеет скорость поляризации
(называемую также экспонентой ошибки) E(K), если параметры Бхаттачарьи Z

(i)
m

битовых подканалов, индуцированных матрицей K⊗m, удовлетворяют следующим
условиям [12]:
• Для любого фиксированного β < E(K) выполнено равенство

lim inf
n→∞

Pr
[
Zn � 2−�nβ]

= C;

• Для любого фиксированного β > E(K) выполнено равенство

lim inf
n→∞

Pr
[
Zn � 2−�nβ]

= 1.
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Скорость поляризации можно вычислить как

E(K) =
1

l

l−1∑
i=0

logl Di,

где Di – i-е частичное расстояние для K, т.е. минимальное расстояние Хэмминга
между i-й строкой матрицы K и линейным пространством, образованным строками
i+1, . . . , l−1 из K [12]. Вероятность ошибки ПИ-декодирования для полярного кода
со скоростью k

n
< C удовлетворяет неравенству

PSC � 2−nβ

, β < E(K).

Экспонента масштабирования μ для семейства корректирующих кодов со ско-
ростью R определяет длину n = O((C − R)−μ) наиболее короткого кода из этого
семейства, с помощью которого можно передавать информацию по каналу с про-
пускной способностью C с заданной вероятностью ошибки. Численный метод на-
хождения экспоненты масштабирования для ядра двоичного стирающего канала
приведен в [34].

2.4. Построение множества замораживания. Множество замораживания F для
полярных кодов обычно выбирается как множество индексов i наименее надежных
битовых подканалов W

(i)
m . Если исходный канал W

(0)
0 – это двоичный стирающий

канал, то все W
(i)
m также таковы, и их пропускные способности можно узнать че-

рез поляризационное поведение соответствующих ядер [22, 35, 36]. Кроме того, для
оценки вероятностей ошибок в этих подканалах можно использовать моделирова-
ние методом Монте-Карло ПИ-декодера с участием джинна [2]. Сложность такого
подхода составляет O(Tn logn) операций обработки ядра, где T =

τ

p
– число итера-

ций метода Монте-Карло, p – вероятность ошибки в наименее надежном подканале,
соответствующем незамороженному символу, а τ – достаточно большое целое число.
В случае полярных кодов с ядром Арикана можно вычислить ухудшенные и улуч-

шенные приближения W
(i)
m , а также их параметры Бхаттачарьи, с произвольно

хорошей точностью и полиномиальной сложностью [18]. Также можно вычислить
плотности вероятностей L

(i)
p (0, y

Lp−1
0 ) или L(i)

p (0, y
Lp−1
0 ) в предположении переда-

чи нулевого кодового слова [17, 37]. Поляризационная конструкция с весами, вве-
денная в [38], позволяет получать коды с высокой эффективностью при списоч-
ном ПИ-декодировании. К сожалению, эти методы пока не были распространены на
случай больших ядер, поскольку в общем случае крайне сложно охарактеризовать
распределение ЛОПП L

(i)
p или L(i)

p .
Метод гауссовской аппроксимации был предложен в [19] для случая полярных

кодов с ядром Арикана. В работе [21] он был распространен на случай некоторых
других подобных ядер.

2.5. Полярные подкоды. Известно, что классические полярные коды имеют до-
вольно низкие минимальные расстояния [39]. Их эффективность при СПИ-декоди-
ровании можно существенно улучшить, заменив статические ограничения замора-
живания на символы ui = 0, i ∈ F , динамическими ограничениями

ui =
∑
j<i

Vsi,juj, i ∈ F , (10)
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где V – матрица ограничений размера (n− k)× n, в которой различные строки за-
канчиваются3 в различных столбцах i ∈ F , а si – номер строки, заканчивающейся
в столбце i. При таких ограничениях из классического полярного кода исключают-
ся многие кодовые слова с малым весом. Символы ui с хотя бы одним слагаемым
в правой части (10) называются динамически замороженными, а символы с Vsi,j = 0,
j < si, – статически замороженными. Полученные коды называются полярными под-
кодами. Алгебраическая конструкция полярных подкодов была представлена в [7].
Она позволяет получить коды с улучшенным минимальным расстоянием. Однако
на практике более хорошие характеристики получаются при использовании рандо-
мизированных конструкций [8, 40–42].
В [1] была предложена рандомизированная конструкция полярных подкодов с

большими ядрами. Пусть (D0, . . . ,Dn−1) – частичный профиль расстояний матри-
цы A. Множество замораживания для рандомизированного полярного (n, k)-подкода
определяется как

F = F0 ∪ FA ∪ FB,

где F0 – множество индексов n − k − tA − tB наименее надежных битовых подка-
налов W

(i)
m , FA – множество из tA максимальных индексов в [n] \ F0 с наимень-

шим Di (динамически замороженные символы типа A), FB – множество индексов
i ∈ [n] \ (F0 ∪ FA) наименее надежных битовых подканалов W

(i)
m (динамически

замороженные символы типа B), tA и tB – параметры конструкции. Коэффициен-
ты Vsi,j , i ∈ F0, j �= i, полагаются равными 0 (статически замороженные симво-
лы), а остальные выбираются как независимые равновероятные двоичные значе-
ния. Оптимальные значения параметров tA и tB обычно получают путем моделиро-
вания.
Такая конструкция гарантирует, что код имеет достаточно низкую вероятность

ошибки ПИ-декодирования, а также позволяет избежать большинства кодовых слов
малого веса. Это позволяет полярным подкодам обеспечить хорошую корректиру-
ющую способность при использовании алгоритма списочного декодирования Таля –
Варди [6]. Другой способ получения кодов с улучшенными характеристиками – ис-
пользовать предварительное сверточное кодирование [43–45].
Заметим, что использование динамически замороженных символов не влияет на

вероятность ошибки в битовых подканалах, если декодер следует по правильному
пути, поэтому методы, разработанные для оценки надежности битовых подканалов
для классических полярных кодов, можно непосредственно перенести на случай
полярных подкодов.

§ 3. Оценка надежности битовых подканалов

В этом параграфе мы опишем несколько методов оценки надежности битовых
подканалов и, объединяя их, получим новый метод построения полярных кодов
с большими ядрами.

3.1. Пропускные способности кодированных каналов. Рассмотрим случай m = 1
и ядра K1 = K размерности l. Рассмотрим битовый подканал

W
(i)
1 (Y l−1

0 , U i−1
0 |Ui) =

1

2l−1

∑
ul−1
i+1

W(Y l−1
0 |U l−1

0 K),

3 Для заданного двоичного вектора an−1
0 мы говорим, что он заканчивается в позиции j, если

aj = 1 и at = 0, j < t < n.
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индуцированный некоторым ядром K размера l × l и двоичным входным каналом
W(Y |C), где

W(Y l−1
0 |Cl−1

0 ) =

l−1∏
i=0

W (Yi |Ci),

а Ui, Ci, Yi – случайные величины, отвечающие входным значениям поляризующего
преобразования, входным и выходным символам канала, соответственно. Взаимная
информация для W

(i)
1 определяется следующим образом:

Ii = I(Y l−1
0 , U i−1

0 ;Ui) = I(Y l−1
0 ;Ui |U i−1

0 ) + I(U i−1
0 ;Ui).

Поскольку случайные величины Uj , 0 � j < l, предполагаются независимыми, по-
следнее слагаемое равно 0. Далее, согласно правилу сложения для взаимной инфор-
мации получаем

Ii = I(Y l−1
0 ;Ui |U i−1

0 ) = I(Y l−1
0 ;U l−1

i |U i−1
0 )− I(Y l−1

0 ;U l−1
i+1 |U i

0). (11)

Для симметричного канала W
(0)
0 величина I(Y l−1

0 ;U l−1
i |U i−1

0 ) не зависит от
значений U i−1

0 , и эти значения можно считать равными 0. Действительно, значе-
ния U i−1

0 задают смежный класс по коду Ci, порожденному строками i, . . . , l− 1 яд-
ра K. Для симметричного канала существует перестановка π(c), такая что π = π−1

иW(y |0) = W(π(y) |1). Отсюда следует, что для фиксированного смежного класса
можно применить обратимое преобразование на выходе канала и получить эквива-
лентный выход канала, соответствующий передаче кодового слова из Ci.
Тогда

Ii = I(Y l−1
0 ;U l−1

i |U i−1
0 = 0)

становится пропускной способностью канала, состоящего из кодера Ci и исходного
канала W

(0)
0 .

Из определения взаимной информации следует, что

Ii = 2i−l ×

×
∫

yl−1
0 ∈Rl

∑
ul−1
i ∈F

l−i
2

W(yl−1
0 |ul−1

i K(i)) log2
2l−iW(yl−1

0 |ul−1
i K(i))∑

vl−1
i ∈F

l−i
2

W(yl−1
0 |vl−1

i K(i))
dyl−1

0 =

= l − i+

∫
yl−1
0 ∈Rl

W(yl−1
0 |0) log2

W(yl−1
0 |0)∑

c′∈Ci

W(yl−1
0 | c′)

dyl−1
0 , (12)

где K(i) – матрица, состоящая из строк i, . . . , l− 1 матрицы K. В следующих пунк-
тах описаны методы, которые можно использовать для вычисления Ii для некоторых
каналов. Как и можно было бы ожидать, эти выражения основаны на совершенно
разных свойствах ядра K для разных типов исходного канала. Влияние этих раз-
личий изучается в § 5.

Двоичный симметричный канал. Рассмотрим случай, когда W
(0)
0 – двоичный

симметричный канал с переходной вероятностью p. В [46, 47] было показано, что
в этом случае

I(Y l−1
0 ;U l−1

i |U i−1
0 = 0) = l − i+H(Ri)− nh(p),
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где h(p) – функция двоичной энтропии, а H(Ri) – энтропия случайной величины,
соответствующей строке из стандартной таблицы Слепяна, содержащей выходной
вектор канала. Ее можно вычислить следующим образом:

H(Ri) = −
2i∑
j=1

Pij log (Pij) ,

где

Pij =

l∑
s=0

wi(j, s)p
s(1− p)l−s,

а wi(j, s) – число векторов веса s в j-й строке таблицы стандартной расстановки
(т.е. в j-м смежном классе) для кода Ci. Отсюда получаем

Ii = 1 +H(Ri)−H(Ri+1).

Это позволяет вычислить пропускные способности подканалов поляризующего пре-
образования с одним уровнем поляризации. К сожалению, полученные подканалы не
являются двоичными симметричными, поэтому этот подход невозможно обобщить
на многоуровневое поляризующее преобразование сm > 1. Вычисление полного рас-
пределения веса всех смежных классов линейного кода также представляет собой
достаточно интересную задачу.
Этот подход можно было бы применить ко всей матрице A, если найти способ

вычисления соответствующих значений wi(j, s) с разумной сложностью.

Двоичный стирающий канал. ЕслиW – двоичный стирающий канал с вероятно-
стью стирания Z0,0, то все подканалы W

(i)
p также являются таковыми [22]. Следо-

вательно, их пропускные способности можно вычислить как Ip,i = 1−Zp,i, где Zp,i –
соответствующий параметр Бхаттачарьи, т.е. вероятность стирания. Эту величину
можно найти как

Zp,li+j =

l∑
s=1

B(j)
s Zs

p−1,i(1 − Zp−1,i)
l−s, 0 < p � m,

где B(j)
s – число конфигураций стирания веса s, в результате которых 0-й информа-

ционный символ кода Cj невозможно восстановить. Эффективные алгоритмы для
вычисления этих величин приведены в [22,35, 36].

АБГШ-канал. Для каналов общего вида точная оценка (12) не представляется
возможной. Однако на случай полярных кодов можно распространить полуанали-
тический метод EXIT-функций (extrinsic information transfer), который с большим
успехом используется для построения МПП-кодов и турбокодов [48].
Из (11) получаем

Ii = I(Y l−1
0 , U i−1

0 ;Ui) = 1 +

∫
yl−1
0 ∈Rl

W(yl−1
0 |0) log2

∑
c∈Ci+1

W(yl−1
0 | c)∑

c′∈Ci

W(yl−1
0 | c′)

dyl−1
0 =

= 1−
∫

yl−1
0 ∈Rl

W(yl−1
0 |0) log2

(
1 + 1/Ri(y

l−1
0 )

)
dyl−1

0 , (13)
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где

Ri(y
l−1
0 ) =

∑
c∈C(0)

i

W(yl−1
0 | c)

∑
c′∈C(1)

i

W(yl−1
0 | c′)

=

∑
c∈C(0)

i

W(c |yl−1
0 )

∑
c′∈C(1)

i

W(c′ |yl−1
0 )

=
W

(i)
1 (0, 0 |yl−1

0 )

W
(i)
1 (0, 1 |yl−1

0 )

– ЛОПП для i-го символа, C(0)
i = Ci+1, C(1)

i = Ci\Ci+1. Вместо вычисления интеграла
в (13) по yl−1

0 ∈ Rl можно вычислять

Ii = 1−
∞∫

−∞

pi(ξ |0) log2(1 + e−ξ) dξ, (14)

где pi(ξ |0) – плотность вероятности ЛОПП ξ = logRi(Y
l−1
0 ), где величины Yj подчи-

няются распределению W(y |0). Такой интеграл можно вычислить методом Монте-
Карло, т.е. подавая случайные векторы Y l−1

0 на декодер, вычисляющий logRi(Y
l−1
0 ),

и усредняя соответствующие значения log2(1 + e−ξ) [48].
Однако точное вычисление величин logRi(Y

l−1
0 ) может оказаться слишком слож-

ным для практической реализации. Оказывается, что подстановка этих значений
в приближенные ЛОПП, задаваемые формулой (6), приводит к неверным результа-
там (например, Ii < 0). Поэтому мы предлагаем переписать (13) в виде

Ii = 1−
∫
Rl

W(yl−1
0 |0) log2

(
1 +

W
(i)
1 (0, 1 |yl−1

0 )

W
(i)
1 (0, 0 |yl−1

0 )

)
dyl−1

0 ≈

≈ 1−
∞∫

−∞

fi(ψ |0) log2
(
1 +

P{ui = 1 |ψ}
P{ui = 0 |ψ}

)
dψ =

= 1−
∞∫

−∞

fi(ψ |0) log2
(
1 +

fi(−ψ |0)
fi(ψ |0)

)
dψ, (15)

где последнее равенство справедливо для симметричного канала, fi(ψ |0) – плот-
ность вероятности ЛОПП L(i)

1 (0 |yl−1
0 ), заданная (6), а P{ui = c |ψ} – вероятность

того, что ui = c при условии L(i)
1 (0 |yl−1

0 ) = ψ. Следовательно, можно оценить Ii,
построив гистограмму [48] для fi(ψ |0) по выходу алгоритма, вычисляющего (6).
Аналогично можно вычислить параметр Бхаттачарьи для W

(i)
1 как [49, форму-

ла (4.62)]

Zi =

∞∫
−∞

gi(ψ)e
−ψ/2 dx, (16)

где gi(ψ |0) – плотность вероятности для L
(i)
1 (0 |yl−1

0 ). Ее можно аппроксимировать
как gi(ψ |0) ≈ fi(ψ |0), так что ее можно получить из той же гистограммы для
fi(ψ |0), что и Ii.

3.2. Гауссовская аппроксимация.

Общий подход. Для построения полярного кода по некоторым ядрам Kp, 1 � p �
� m, мы предлагаем считать, что все подканалыW

(i)
p , 0 � p � m, 0 � i < Lp, явля-
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ются гауссовскими, так что их можно полностью охарактеризовать соответствую-
щей взаимной информацией. Мы предлагаем построить таблицы значений пропуск-
ной способности Ip,i(C) битовых подканалов W

(i)
1,Kp

, индуцированных каждым яд-
ром Kp, для некоторого конечного набора параметров исходного АБГШ-канала W,
где C – пропускная способность этого каналаW. Эти таблицы можно использовать
для интерполяции значений Ip,i(C) для любого значения C ∈ [0, 1].
Для построения полярного (lm, k)-кода для АБГШ-канала с пропускной способ-

ностью C мы предлагаем рекуррентно вычислять пропускную способность Ip,t(C)

битового подканалаW(t)
p как

Ip,lpi+j(C) ≈ Ip,j(Ip−1,i(C)), 0 � j < lp, p � 1, (17)

где I0,0(C) = C, и объявить замороженными символы ui, где i – номера подканалов
с наименьшими значениями Im,i(C), 0 � i < n.
Альтернативным вариантом является построение аналогичных интерполяцион-

ных таблиц Zp,i(Z) для параметра Бхаттачарьи Zi битовых подканалов W
(i)
1,Kp

, ин-
дуцированных каждым ядром Kp, где Z – параметр Бхаттачарьи исходного канала.
Тогда параметры Бхаттачарьи для битовых подканалов, индуцированных матри-
цей A, можно оценить как

Zp,lpi+j(Z) ≈ Zp,j(Zp−1,i(Z)), 0 � j < lp, p � 1. (18)

Для построения полярного кода мы предлагаем объявить замороженными симво-
лы ui, где i – номера подканалов с наибольшими значениями Zm,i(C).

Хвосты функций надежности. К сожалению, интерполяционные таблицы для
Ip,j(C) и Zp,j(Z), полученные методом Монте-Карло, оказываются очень неточны-
ми для значений C и Z, близких к 0 и 1. Это может привести к довольно плохим
конструкциям длинных полярных кодов. Здесь мы предложим инструменты, кото-
рые помогут улучшить точность этих функций вблизи их граничных точек.

Л емма 1. Если W – АБГШ-канал с двоичным входом, то Ii(C), где C ∈ [0, 1] –
пропускная способность канала W, является непрерывной бесконечно дифференци-
руемой функцией.

Из леммы 1 следует, что существует разложение в ряд Тейлора для Ip,i(C). Так
как Ip,i(0) = 0, то Ip,i(C) = αp,iC

δp,i + o(Cδp,i) для некоторых αp,i ∈ R, δp,i ∈ N.
Поэтому, чтобы не использовать зашумленные оценки Монте-Карло в окрестности
C = 0, мы предлагаем использовать аппроксимацию

I
′
p,i(C) ≈

{
Ip,i(C), C > C0,

αp,iC
δp,i , C � C0,

(19)

где пороговое значение C0 можно выбирать в зависимости от точности оценки по
методу Монте-Карло для Ip,i(C). Параметры αp,i, δp,i можно найти численным ме-
тодом подгонки кривых, используя значения Ip,i(C), полученные методом Монте-
Карло для достаточно больших C. Точность подгонки кривых можно улучшить,
если разрешить использовать вещественные значения δp,i.
В [12, формула (14)] было показано, что параметры Бхаттачарьи битовых под-

каналов, индуцированных ядром, удовлетворяют неравенствам

ZDpj � Zp,j � 2l−iZDpj ,
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т.е. Zp,i = Θ(ZDp,i), где Dp,i – частичные расстояния для ядра Kp. Поэтому мы
предлагаем использовать аппроксимацию

Z
′
p,i(Z) ≈

{
Zp,i(Z), Z > Zp0,

βp,iZ
Dp,i , Z � Zp0,

(20)

где βp,i можно найти путем численной подгонки кривых, а пороговое значение Z0

можно выбирать в зависимости от точности оценки по Монте-Карло для Zp,i(Z).

Гибридный подход. Обе формулы (17), (18) приводят к довольно неточным зна-
чениям для подканалов W

(i)
m , если некоторые промежуточные значения в этих ре-

курсиях становятся близкими к 1, где не применимы уточненные оценки (19)–(20).
Это связано как с неточностью гауссовой аппроксимации, так и с ошибками интер-
поляции. Однако из C ≈ 1 следует Z ≈ 0 и наоборот. Следовательно, можно наде-
яться, что хотя бы одно из этих выражений может привести к достаточно точным
результатам.
Поэтому мы предлагаем для получения уточненных оценок объединить границы

(8) и (9). А именно, мы предлагаем использовать среднее значение этих верхних
и нижних границ и оценок, данных формулами (19)–(20). Кроме того, необходимо
убедиться, что полученное значение не меньше соответствующей нижней границы.
Более конкретно, мы предлагаем вычислить

Ip,lpi+j(C,Z) =

⎧⎨⎩ιij , ιij � ε,

max

(
Ĩ(ζij),

Ĩ(ζij) + ιij + Î(ζij)
3

)
, ιij > ε,

(21)

и

Zp,lpi+j(C,Z) =

⎧⎨⎩ζij , ζij � δ,

max

(
Z̃(ιij),

Z̃(ιij) + ζij + Ẑ(ιij)

3

)
, ζij > δ,

(22)

где

ιij = I
′
p,j(Ip−1,i(C,Z)), ζij = Z

′
p,j(Zp−1,i(C,Z)),

а Z и C – параметр Бхаттачарьи и пропускная способность исходного канала со-
ответственно. Эмпирическим путем было установлено, что пороговые значения ε =
= 0,9997 и δ = 0,7 обеспечивают достаточно хорошую точность.
Таким образом, предлагаемый метод построения полярного кода включает в себя

следующие шаги:
1. Предварительные вычисления: с помощью метода Монте-Карло построить ги-
стограммы ЛОПП плотностей распределения fi(ψ |0) и построить таблицы зна-
чений Ip,i(C) и Zp,i(Z) по формулам (15)–(16) для битовых подканалов W

(i)
1,Kp

,
0 � i < lp, индуцированных каждым ядром Kp. Здесь C и Z – пропускная способ-
ность и параметры Бхаттачарьи АБГШ-канала с двоичным входом с дисперсией
шума σ2. Кроме того, вычислить значения αp,j , βp,j , Dp,j , Zp,0, 0 � j < lp.

2. Для построения полярного кода с поляризационной матрицей K1⊗K2⊗ . . .⊗Km

для АБГШ-канала с двоичным входом с пропускной способностью C и пара-

метром Бхаттачарьи Z, предлагается вычислять Im,i(C,Z), 0 � i <
m∏
j=1

lj , по

формулам (21)–(22), используя I0,0(C,Z) = C и Z0,0(C,Z) = Z в качестве на-
чальной точки рекурсии. В качестве замороженного множества F предлагается
взять множество индексов i подканалов с наименьшими значениями Im,i(C,Z).
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Сложность шага предварительного вычисления для каждого из ядер составляет
O(TPK), где T – количество итераций Монте-Карло на одну точку σ2, P – коли-
чество различных значений σ2, а K – общая сложность обработки ядра. Следует
отметить, что этап предварительных вычислений нужно выполнить только один
раз для каждого ядра, а его результаты можно в дальнейшем использовать для
построения большого количества различных кодов.
Шаг построения полярного кода для предлагаемого метода требует

m∑
i=1

li =
lm+1 − 1

l − 1
= O(n)

операций вычисления по формулам (21)–(22). Это намного меньше по сравнению со
сложностью O(Tn logn) построения полярного кода методом Монте-Карло, где T –
количество итераций в методе Монте-Карло.
Этот подход можно непосредственно применять для выбора статических и ди-

намических замороженных символов типа В при построении полярных подкодов,
описанных в п. 2.5.

§ 4. Поиск наилучшего поляризующего преобразования
со смешанными ядрами

Напомним, что поляризующее преобразование со смешанными ядрами задается
матрицей

A = K1 ⊗K2 ⊗ . . .⊗ Km,

где Ki – ядро поляризации размера li × li, и таким образом, общая длина A равна

n =
m∏
i=1

li. Возможные размеры li ядер поляризации в A зависят от разложения

на множители целого числа n. Заметим, что некоторые n могут допускать много
конфигураций размеров ядер, например, для n = 2400 имеем 2400 = 32 · 15 · 5 =
30 · 16 · 5 = 24 · 20 · 5 = 32 · 25 · 3 и т.д.
В недавних работах [16, 50, 51] были предложены различные конструкции ядер

разной длины. Таким образом, для фиксированной длины n существует множество
способов построения матрицы A. Более того, в общем случае произведение Кроне-
кера некоммутативно, то есть для двух квадратных матриц A и B

A⊗B = P(B⊗A)P�, (23)

где P – некоторая перестановочная матрица. Другими словами, для ядер поляриза-
ции K1 и K2 поляризующие преобразования K1⊗K2 и K2⊗K1 могут привести к по-
лярным кодам с различной корректирующей способностью при ПИ-декодировании.
Иными словами, если задан набор ядер размера li из разложения числа n на

множители, то возникает вопрос, как скомбинировать их, чтобы получить матри-
цу A, приводящую к наименьшей вероятности ошибки при ПИ-декодировании. Для
удобства обозначим

W
(i)
m,A = W

(i)
m,A(y

n−1
0 , ui−1

0 |ui).

Пусть Pe(W
(i)
m,A) – вероятность ошибки в канале W

(i)
m,A. Пусть Ak – множество ин-

дексов информационных битов, т.е. Ak = [n] \ F . Для некоторого канала W обозна-
чим через Pe(W,A,Ak) вероятность ошибки на кодовое слово при ПИ-декодирова-
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нии. Из доказательства [2, утверждение 2] следует, что

Pe(W,A,Ak) �
∑
i∈Ak

Pe(W
(i)
m,A). (24)

Напомним, чтоW(i)
m,A также является дискретным каналом без памяти с двоичным

входом, поэтому имеем [2]

Pe(W
(i)
m,A) � Z(W

(i)
m,A), (25)

и [52, теорема 2.3]

h−1(1− I(W
(i)
m,A)) � Pe(W

(i)
m,A) � 1

2
(1− I(W

(i)
m,A)). (26)

Поскольку вычисление h−1(p) также численно неустойчиво, рассмотрим следующие
оценки, которые вытекают из (24) и (25)–(26):

Pe(W,A,Ak) �
∑
i∈Ak

Z(W
(i)
m,A), (27)

Pe(W,A,Ak) � 1

2

∑
i∈Ak

(1− I(W
(i)
m,A)). (28)

Предположим, что имеется множество K ядер поляризации, такое что для каж-
дого K ∈ K его размер l(K) делится на n. Тогда определим множество G(K, n) всех

подмножеств {K(1),K(2), . . . ,K(m)} ⊆ K, где
m∏
i=1

l(Ki) = n. Заметим, что m могут
быть различными.
Итак, мы предлагаем следующий метод поиска наилучшего поляризующего пре-

образования со смешанными ядрами A размера n с наилучшим значением вероят-
ности Pe(W,A,Ak):
1. Составим множество K ядер, для которых |G(K, n)| > 0;
2. Для каждого ядра K ∈ K вычислим Ii и Zi по формулам (15)–(16), i ∈ [l(K)], как
описано в п. 3.1;

3. Для каждого {K(1),K(2), . . . ,K(m)} ∈ G(K, n) и каждой перестановки σ из m эле-
ментов:
(a) Положим A = Kσ(1) ⊗Kσ(2) ⊗ . . .⊗Kσ(m);

(b) Вычислим I(W
(i)
m,A) = Im,i(C,Z) с помощью предложенного гибридного мето-

да (21), используя Ii и Zi, полученные предварительными вычислениями на
шаге 2;

(c) Вычислим аппроксимацию P̄e верхней границы (28) на Pe(W,A,Ak), где Ak ∈
∈ [n] – множество индексов k с наилучшими значениями Im,i(C,Z);

(d) Сохраним v наилучших преобразованийA, приводящих к наименьшей верхней
границе P̄e на вероятность ошибки;

4. Пусть A – набор наилучших преобразований, полученных на предыдущем шаге.
Построим коды v с преобразованиями A ∈ A и найдем Pe(W,A,Ak) методом
имитационного моделирования;

5. Выберем преобразование A с наилучшим значением Pe(W,A,Ak).
Согласно проведенным нами экспериментам мы полагаем, что достаточно исполь-
зовать параметр v = 8 . . . 10.
Заметим, что полный перебор по всем перестановкам на шаге 3 вряд ли про-

блематичен с точки зрения сложности. Действительно, в [12] было показано, что
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Таблица 1
Параметры интерполяции пропускной способности и частичные расстояния для ядраK2

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
D2,i 1 2 2 4 2 2 4 4 6 6 8 8 4 8 8 16
δ2,i 13,3 7,2 6,8 3,6 6,7 6,4 5,2 4,9 3,5 3,5 1,9 1,9 3,1 1,8 1,8 0,96

не существует ядер размера меньше 15 со скоростью поляризации больше 1/2, т.е.
больше скорости поляризации ядра Арикана. Из этого следует, что для кодов прак-
тически приемлемой длины, использующих ядра с высокой скоростью поляризации,
число ядер m должно быть достаточно малым.
Наши эксперименты показывают, что аппроксимация верхней границы (28) на

основе пропускной способности битовых подканалов, более точна, чем аппроксима-
ция верхней границы (27) на основе параметра Бхаттачарьи. Поэтому для сравнения
различных поляризующих преобразований и выбора хороших кодов мы используем
формулу (28).

§ 5. Численные результаты

5.1. Длинные полярные коды с большими ядрами. В этом пункте представле-
ны результаты моделирования для случая ядер K1 и K2 размера 16× 16, введенных
в [53], а также ядра K3 размера 32, полученного по методу, приведенному в [50]. Эти
ядра имеют скорости поляризации E(K1) = E(K2) = 0,51, E(K3) = 0,522 и экспо-
ненты масштабирования двоичного стирающего канала μ(K1) = 3,346, μ(K2) = 3,45
и μ(K3) = 3,417 соответственно.
На рис. 1 показаны функции пропускной способности битовых подканалов для

АБГШ-канала (сплошные линии), двоичного симметричного канала (пунктирные
линии) и двоичного стирающего канала (штрих-пунктирные линии). Кривые для
АБГШ-канала были получены методом Монте-Карло, а кривые для двоичного сим-
метричного и двоичного стирающего каналов были вычислены в точности как опи-
сано в п. 3.1. Одни и те же кривые построены в линейном и логарифмическом мас-
штабах. Видно, что погрешности метода Монте-Карло приводят к некоторому шуму
в области низкой пропускной способности для кривых, полученных для АБГШ-
канала.
Также видно, что у кривых для разных подканалов есть точки пересечения. В за-

висимости от типа исходного канала эти точки оказываются при различных значе-
ниях его пропускной способности C. Таким образом, функции пропускной способ-
ности для двоичного стирающего канала и двоичного симметричного канала нельзя
надежно использовать для АБГШ-канала.
На рис. 2 показаны функции параметров Бхаттачарьи Z1,j для ядра K2 в случае

АБГШ-канала. В табл. 1 приведены значения параметров δ2,i и D2,i для рассмат-
риваемого ядра K2.
Необходимо следить за тем, чтобы при построении полярных кодов не использо-

вались зашумленные участки интерполяционных кривых пропускной способности
и параметра Бхаттачарьи. Чтобы избежать этого, необходимо тщательно выбирать
пороговые значения C0 и Z0, при которых происходит переход к аналитическому ме-
тоду. Исходя из этого соображения, мы предлагаем задаться значениями C0 = 10−3

в (19) и Z0 = 10−4 в (20). Для C � C0 и Z � Z0 для вычисления Ip,j(C) и Zp,j(Z)
мы используем линейную интерполяцию между сохраненными значениями.
На рис. 3 показана корректирующая способность полярных кодов длины 1/2

на основе поляризующих преобразований A = K⊗4
1 , A = K⊗4

2 и полярного кода
длины 32768 на основе A = K⊗3

3 при ПИ-декодировании. Эти коды были постро-
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Рис. 1. Функции пропускной способности подканалов для K2

ены для АБГШ-канала с использованием предложенного подхода, основанного на
аппроксимации пропускной способности (17), аппроксимации параметра Бхаттача-
рьи (18), гибридного подхода к аппроксимации пропускной способности (21)–(22),
а также метода Монте-Карло. Видно, что подходы, основанные на аппроксимации
только пропускной способности и параметра Бхаттачарьи, могут привести к суще-
ственному снижению эффективности по сравнению с конструкцией, основанной на
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Рис. 2. Параметр Бхаттачарьи АБГШ-канала для K2

Рис. 3. Корректирующая способность длинных полярных кодов при ПИ-декодировании

методе Монте-Карло. Однако гибридный подход приводит к кодам с почти такой же
корректирующей способностью, что и конструкция на основе метода Монте-Карло.
Заметим также, что наилучшей корректирующей способностью обладает код, по-
строенный с использованием ядра с наименьшей экспонентой масштабирования.
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Рис. 4. Корректирующая способность полярных (65536, 32768)-подкодов

Полярные коды с большими ядрами все еще обладают довольно низким мини-
мальным расстоянием, что приводит к невысокой корректирующей способности. Ис-
пользование рандомизированных полярных подкодов [1] позволяет получить коды
с существенно лучшим распределением весов. На рис. 4 показана корректирующая
способность рандомизированных полярных подкодов со скоростью 1/2 на ядре Ари-
кана и ядре K2 с tA динамически замороженными символами типа A и tB динамиче-
ски замороженными символами типа B. Декодирование производилось с помощью
последовательного алгоритма [9], который, как известно, обеспечивает почти такую
же эффективность, что и списочный ПИ-декодер [6] с тем же размером списка L.
Видно, что код, основанный на ядре размера 16 × 16, характеризуется гораздо бо-
лее крутой кривой вероятности ошибки на кодовое слово и требует значительно
меньшего размера списка для достижения той же вероятности ошибки, что и код,
основанный на ядре Арикана.

5.2. Сравнение полярных кодов с различными поляризующими преобразования-
ми. Для исследования точности аппроксимации верхней границы (28) было прове-
дено моделирование различных преобразований A длины 2400, состоящих из следу-
ющих ядер:
• матрицы Арикана Ft =

(
1 0
1 1

)⊗t

размера 2t × 2t для t = 2, . . . , 5;

• укороченные матрицы Арикана sl(Ft) размеров l = 3, 5, 15, 20, 24, 25, 30 с конфи-
гурациями укорочения, взятыми из [51];

• ядро K32 размера 32×32 из [16] и укороченные ядра sl(K32) для l = 20, 24, 25, 30;
• ядра K16,K

′
16 размера 16× 16 из [16] и s15(K16);

• K24, K∗
24 и K20 из [50].

Прежде всего, мы сравниваем границы, основанные на приближенных значе-
ниях параметра Бхаттачарьи (27) и симметричных пропускных способностей (28).
Это сравнение показано на рис. 5. Видно, что оценки пропускной способности, по-
лученные из аппроксимации (17) и (19), недостаточно точны, чтобы правильно оце-
нить вероятность ошибки на кодовое слово при ПИ-декодировании для значений
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Рис. 5. Сравнение различных границ на вероятность ошибки при ПИ-декодировании

ниже 10−3, а граница (27) слабее границы (28), рассчитанной с помощью предло-
женного гибридного подхода (см. п. 3.2).
Для исследования применимости верхней границы (28), вычисляемой по прибли-

женным пропускным способностям битовых подканалов, полученным с помощью
предложенного гибридного подхода, были построены всевозможные поляризующие
преобразования A длины n = 2400 из вышеперечисленных ядер. В результате было
получено 1716 различных преобразований, для каждого из которых был построен
полярный (2400, 1200)-код со смешанными ядрами с отношением сигнал-шум на ин-
формационный символ Eb/N0 = 2,5 дБ, оценена верхняя граница и смоделирована
вероятность ошибки ПИ-декодирования для Eb/N0 = 2,5 дБ. На рис. 6 представ-
лена полученная приближенная верхняя граница как функция вероятности ошибки
ПИ-декодирования. Видно, что разброс точек довольно мал, и нет ни одного случая,
когда полученная моделированием вероятность ошибки на кодовое слово превышала
бы приближенную верхнюю границу.
На рис. 7 приведены результаты моделирования вероятности ошибки ПИ-деко-

дирования для полярных (2400, 1200)-кодов со смешанными ядрами поляризующего
преобразования, заданными всеми перестановками ядер K∗

24, s20(F5) и s5(F3), по-
строенных для Eb/N0 = 2,5 дБ. Можно заметить, что один и тот же набор ядер мо-
жет приводить к кодам с существенно различной корректирующая способностью.
Например, для данного конкретного случая наблюдается разница в 0,4 дБ между
лучшим и худшим преобразованиями. Более того, для данного графика, если упо-
рядочить поляризующие преобразования по величине полученной моделированием
вероятности ошибки и по верхней границе (28) при гибридном подходе, то оба по-
рядка будут практически одинаковыми. Например, имеется небольшой промежуток
между преобразованиямиK∗

24⊗s20(F5)⊗s5(F3) иK∗
24⊗s5(F3)⊗s20(F5), который оста-

ется практически одинаковым как для смоделированной вероятности ошибки, так и
для приближенно вычисленной верхней границы. Таким образом, можно выбирать
оптимальный порядок поляризующих ядер, вычисляя только верхнюю границу.
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Рис. 6. Приближенная верхняя граница вероятности ошибки на кодовое слово при
ПИ-декодировании как функция моделируемой вероятности ошибки на кодовое сло-
во для различных преобразований длины 2400

Рис. 7. Точность приближенной верхней границы вероятности ошибки на кодовое
слово при ПИ-декодировании для поляризующих преобразований, заданных всеми
перестановками ядер K∗

24, s20(F5) и s5(F3)
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Рис. 8. Точность приближенной верхней границы вероятности ошибки на кодовое
слово при ПИ-декодировании для различных поляризующих преобразований

На рис. 8 показаны приближенные верхние границы (28) и полученные модели-
рованием вероятности ошибок для преобразований, заданных различными ядрами
поляризации. Видно, что полученные оценки пропускной способности подканалов
можно использовать для вычисления достаточно точной верхней границы вероят-
ности ошибки ПИ-декодирования, что в свою очередь позволяет выбирать ядра по-
ляризации, дающие наименьшую вероятность ошибки ПИ-декодирования.

§ 6. Заключение

В статье рассмотрены методы построения полярных кодов с большими ядра-
ми. Изложен простой метод приближенной оценки надежности битовых подканалов,
индуцированных поляризующим преобразованием с большими ядрами. Предложен-
ный подход объединяет эмпирически полученные функции пропускной способности
и параметра Бхаттачарьи для битовых подканалов в случае единственного ядра, что
позволяет получить оценки пропускной способности битовых подканалов большого
поляризующего преобразования, включающего несколько ядер. Было показано, что
такой подход позволяет получить длинные полярные коды с почти такими же ха-
рактеристиками, что и в случае построения с использованием метода Монте-Карло.
Предложенный подход можно непосредственно использовать для построения поляр-
ных кодов с большими ядрами для рэлеевского канала с замираниями.
Точность предложенного подхода зависит от точности кривых интерполяции про-

пускной способности и параметра Бхаттачарьи, которую можно улучшить, увеличив
число итераций в методе Монте-Карло, используемом для получения этих кривых.
Необходимо тщательно выбирать параметры C0 и Z0, которые используются при пе-
реходе к аналитическому методу интерполяции. Использование границ (8) и (9) поз-
воляет оценить точность полученных оценок пропускной способности и параметров
Бхаттачарьи для битовых подканалов. Однако следует признать, что предложенный
подход основан на предположении, что битовые подканалы, индуцированные ядра-
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ми поляризации, ведут себя как АБГШ-каналы с двоичным входом, что на практике
может оказаться неверным. Тем не менее, было показано, что предложенный подход
дает достаточно точные результаты для кодов длины 65536.
Кроме того, предложен метод выбора последовательности различных ядер по-

ляризации в кодах со смешанными ядрами. Он использует пропускные способности
битовых подканалов для вычисления приближенной верхней границы вероятности
ошибки ПИ-декодирования, которая, как было показано, оказывается достаточно
точной.
Предложенный подход можно также использовать для построения полярных под-

кодов. Было показано, что полярные подкоды с большим ядром, полученные с помо-
щью предложенного метода, требуют гораздо меньшего размера списка для дости-
жения той же корректирующей способности, что и полярные подкоды с ядром Ари-
кана.
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