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В современных системах связи широко используются алгоритмы случайного
множественного доступа (СМД), основанные на идеях алгоритма АЛОХА. Аль-
тернативой данному подходу может быть применение идей, основанных на алго-
ритме дробления, пропускная способность которого 0,4877 сообщений в единицу
времени, что является наибольшей пропускной способностью среди всех извест-
ных алгоритмов СМД. Основной проблемой при реализации данного алгоритма
на практике является необходимость точной синхронизации всех устройств по
времени. В данной статье предлагается алгоритм СМД, основанный на алго-
ритме дробления и лишенный данного недостатка, что позволяет применять
его на практике в централизованных системах.
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§ 1. Введение
Современное развитие сетей передачи данных сопровождается активным внед-

рением технологий Интернета вещей (IoT), в частности сценариев массовой межма-
шинной связи (mMTC). Для них характерны большое число устройств, низкая инди-
видуальная активность и ограниченный ресурс общего канала, что требует примене-
ния методов случайного множественного доступа (СМД). Рост числа подключаемых
устройств усиливает требования к пропускной способности, задержкам и устойчиво-
сти соединений [1–3], что делает актуальной разработку эффективных алгоритмов
СМД, способных функционировать при массовом подключении устройств.

В современных сотовых системах используются четырех- и двухшаговые проце-
дуры случайного доступа, основанные на алгоритме АЛОХА с пропускной способ-
ностью e−1 сообщений в единицу времени. В ряде работ [4,5] предлагается повысить

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект № 22-19-
00305-П «Пространственно-временные стохастические модели беспроводных сетей с большим чис-
лом пользователей» (см. https://rscf.ru/project/22-19-00305/).
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эффективность этих процедур за счет применения древовидных алгоритмов, впер-
вые предложенных Цыбаковым и Михайловым [6] и независимо Капетанакисом [7].
Эти алгоритмы обеспечивают более высокую пропускную способность по сравнению
с алгоритмом АЛОХА [8–12].

Наибольшая известная пропускная способность (около 0,4877) достигается алго-
ритмом дробления (part-and-try) [13], однако его практическая реализация ограни-
чена требованием абсолютной синхронизации всех абонентов с базовой станцией [14].
Это условие делает применение алгоритма в современных системах случайного до-
ступа затруднительным.

В настоящей статье предложен модифицированный алгоритм СМД, достигаю-
щий пропускной способности 0,485 при тех же предположениях, что и в [13], но не
требующий глобальной синхронизации по времени. Расширенное изложение данного
исследования приведено в [15]. Авторам не известны другие алгоритмы, обеспечи-
вающие сопоставимую эффективность при аналогичных ограничениях, что делает
предложенный подход перспективным для процедур случайного доступа в сетях бу-
дущих поколений.

§ 2. Модель системы и алгоритм
Рассматривается система с потенциально неограниченным числом абонентов и

одной базовой станцией. Каждый абонент имеет одно единственное сообщение для
передачи. Интервалы времени между моментами поступления абонентов в систему
являются независимыми случайными величинами, которые распределены по экспо-
ненциальному закону с параметром λ (интенсивность входного потока) и средним 1

λ
.

Как и в работе [13], введем ряд допущений.
Допущение 1. Все время системы разбито на интервалы одинаковой длины –

слоты. Длительность слота равна времени передачи одного сообщения, и это вре-
мя принято за единицу времени. Слоты будем нумеровать натуральными числами
t = 1, 2, . . . Абоненты могут начинать передачу информации только в начале слота.
Допущение 2. В слоте может произойти одно из трех событий: «успех» (S) – один

абонент передал одно сообщение, «пусто» (E) – никто из абонентов не передавал
сообщение, «конфликт» (C) – несколько абонентов приняли решение передавать
сообщение в текущем слоте.
Допущение 3. В конце слота базовая станция достоверно узнает о том, какое из

трех событий произошло в канале, и передает по обратному каналу информацию об
этом событии и некоторую дополнительную информацию, в соответствии с которой
каждый из абонентов принимает решение, передавать или нет в следующем слоте.

Аналогично тому, что было сделано в [13], работу системы можно описать в ви-
де дерева разрешения конфликтов (ДРК), которое идентично дереву в алгоритме
дробления. Все время работы системы можно разбить на непересекающиеся времен-
ные интервалы, которые будем называть сеансами. В слоте, который соответствует
началу сеанса, формируется корневая вершина дерева. В последующих слотах про-
исходит построение ДРК в соответствии с некоторым правилом, которое будет опи-
сано далее. Завершается сеанс, когда все вершины дерева становятся концевыми.
Примеры сеансов и соответствующих деревьев разрешения конфликтов приведены
на рис. 1 сверху.

Правило построения дерева разрешения конфликтов описывается при помощи
двух взаимодействующих детерминированного и стохастического конечных автома-
тов. На рис. 2 представлен детерминированный конечный автомат Мили, который
описывает работу базовой станции. На рис. 2 входной и выходной сигналы разде-
лены знаком «/». Автомат имеет три состояния. Состояние 0 соответствует корню
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Рис. 1. Пример работы алгоритма с описанием состояний автоматов и ДРК

Таблица 1
Информация, передаваемая по обратному каналу

Событие Vt
Управляющий

сигнал
Пусто,
успех или
конфликт

Правила вычисления значения Vt+1 в зависимости
от Vt, текущего состояния и входного сигнала по-
казаны на рис. 2

«∗» или «¬∗»

дерева, состояние 1 – нижнему потомку в дереве, состояние 2 – верхнему потомку
в дереве. Входным сигналом автомата является событие, которое произошло в слоте
(пусто, успех или конфликт). Выходным сигналом является величина Vt, которую
в некотором смысле можно интерпретировать как приближенную оценку числа або-
нентов, и управляющий сигнал для абонентов. До начала работы системы автомат
находится в состоянии 0, и значение Vt равно 1. Далее переходы между состояния-
ми происходят в соответствии с автоматом, представленным на рис. 2. Вычисление
значения Vt+1 осуществляется на основе значения Vt в предыдущем слоте. По об-
ратному каналу базовая станция передает информацию из табл. 1.

На рис. 3 представлен стохастический конечный автомат Мура, описывающий
поведение абонента в рассматриваемой системе. Автомат имеет четыре состояния.
Состояние 0 соответствует состоянию абонента вне дерева разрешения конфлик-
тов, состояние 1 – абонент находится в верхнем потомке дерева, состояние 2 – або-
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Рис. 2. Конечный автомат состояний базовой станции

Рис. 3. Конечный автомат состояний абонента

нент находится в нижнем потомке дерева, состояние 3 – абонент уходит из системы.
Входным сигналом автомата является информация, получаемая от базовой станции
(см. табл. 1). На рис. 3 значение входного сигнала представляется перед знаком «:»,
а после «:» указывается значение вероятности перехода, в соответствии с которой
автомат переходит в то или иное состояние. После появления абонента в системе его
автомат находится в состоянии 0. Если в конце слота, в котором абонент появился
в системе, от базовой станции приходит сигнал «¬∗», то абонент с вероятностью 1
остается в состоянии 0. Если приходит сигнал «∗», то абонент с вероятностью 1

Vt
переходит в состояние 1 или с дополнительной вероятностью

(
1− 1

Vt

)
остается в со-

стоянии 0. Все дальнейшие переходы между состояниями осуществляются в соот-
ветствии с автоматом, представленным на рис. 3. Переходы осуществляются либо
с вероятностью 1, либо с вероятностью 0,5 в зависимости от состояния и события,
которое произошло в канале. При переходе в состояние 1 абонент передает сообще-
ние. В состоянии 2 абонент не осуществляет передачи. При попадании в состояние 3
абонент покидает систему.

Из определения сеанса, которое было дано ранее, следует, что сеансы начина-
ются в слоте, в котором автомат базовой станции находится в состоянии 0, и за-
канчиваются в слоте, в конце которого автомат переходит в состояние 0. На рис. 1
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представлен пример работы алгоритма в виде ДРК, а также указаны состояния ав-
томата для базовой станции, состояния автомата абонентов в системе и значение
переменной Vt.

Как и в работе [13], в рамках введенной модели стоит задача нахождения про-
пускной способности (throughput) алгоритма, которая определяется следующим об-
разом [16]:

R = sup
λ

{
λ : D(λ) < ∞

}
, (1)

где D(λ) – значение средней задержки при интенсивности входного потока λ.

§ 3. Анализ алгоритма
Для анализа характеристик алгоритма введем в рассмотрение несколько вели-

чин. Пусть в первом слоте некоторого сеанса передавало k абонентов. Обозначим
через

[τ |k], [e |k], [s |k]

общее число слотов в данном сеансе, число пустых слотов в сеансе и число успеш-
ных слотов в сеансе соответственно. Далее будем рассматривать математические
ожидания этих величин:

Tk = E[τ |k], Ek = E[e |k], Sk = E[s |k].

Для дальнейшего анализа предложенного алгоритма приведем некоторые тео-
ремы.

Т е о р ем а 1. Величины Tk удовлетворяют следующему рекуррентному уравне-
нию:

T0 = T1 = 1, Tk =
1

2k − 2

[
2k + k(1 + Tk−1) +

k−1∑
�=2

C�
kT�

]
, k � 2. (2)

Т е о р ем а 2. Для Sk справедливо следующее рекуррентное уравнение:

S0 = 0, S1 = 1, Sk =

C1
k(1 + Sk−1) +

k−1∑
�=2

C�
kS�

2k − 2
, k � 2. (3)

Т е о р ем а 3. Для Ek справедлива следующая рекуррентная формула:

E0 = 1, E1 = 0, Ek =

1 + C1
kEk−1 +

k−1∑
�=2

C�
kE�

2k − 2
, k � 2. (4)

Доказательство теоремы 1 полностью совпадает с выводом формул (36) и (35) из
работы [13]. Доказательство теорем 2, 3 основано на похожих рассуждениях и при-
ведено в [15].

Используя введенные ранее теоремы, определим значение пропускной способно-
сти алгоритма согласно выражению (1). Сеансы будем нумеровать натуральными
числами U = 1, 2, 3, . . . Обозначим число абонентов в начале первого слота сеанса
с номером U через ÑU и введем переменную ṼU как значение переменной Vt в на-
чале первого слота сеанса с номером U . В примере на рис. 1 имеем Ñ1 = 4, Ṽ1 = 1.
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Соответственно, Ñ2 = 4, Ṽ2 = 2,78. Из описания автоматов следует, что последова-
тельность пар случайных величин (ÑU , ṼU ) образует двумерную марковскую цепь.
Чтобы найти пропускную способность алгоритма, необходимо определить верхнюю
грань по значениям λ, для которых марковская цепь эргодична. Далее, следуя ра-
боте [17], покажем, как могут быть определены условия эргодичности данной мар-
ковской цепи.

Рассмотрим средний снос по каждой компоненте двумерной марковской цепи.
Средний снос по компоненте ÑU – это математическое ожидание

E
[
ÑU+1 − ÑU | ÑU = n, ṼU = v

]
, (5)

а средний снос по компоненте ṼU – это

E
[
ṼU+1 − ṼU | ÑU = n, ṼU = v

]
. (6)

Если, следуя работе [17], в выражениях (5) и (6) рассмотреть предельный пе-
реход

√
(n2 + v2) → ∞ при фиксированном значении отношения n

v
= x, то число

абонентов, которые передают в первом слоте сеанса, будет случайной величиной,
распределенной по закону Пуассона с параметром x. С учетом предельного перехо-
да средний снос по компоненте ÑU можно представить в виде

μn(x) = λ
∞∑
k=0

(
Tk

xk

k!
e−x

)
−

∞∑
k=0

(
Sk

xk

k!
e−x

)
, x � 0, (7)

а по компоненте ṼU – в виде

μv(x) = −e−x(x + 1) +
2

e− 2
(1 − e−x − xe−x)−

∞∑
k=2

Ek
xk

k!
e−x. (8)

Согласно результатам, представленным в работе [13], для установления эргодич-
ности марковской цепи (ÑU , ṼU ) при заданном значении входной интенсивности λ
необходимо решить уравнение

μn(x) = x · μu(x) (9)

относительно переменной x, а затем проверить, что для всех найденных решений xi

выполняются неравенства

μn(xi) < 0 и μu(xi) < 0. (10)

Если указанные условия соблюдаются для всех корней, то марковская цепь яв-
ляется эргодичной.

§ 4. Численные результаты и результаты моделирования
Численным путем было установлено, что при λ = 0,4856 все корни уравнения (9)

отрицательны. При λ = 0,4857 существуют положительные корни. Значит, можно
сделать вывод, что истинное значение R (1) лежит в диапазоне [0,4856; 0,4857]. Та-
ким образом, R = 0,485 с точностью до трех знаков после запятой. Для наглядной
интерпретации того, что система работает устойчиво, было выполнено следующее
моделирование: на вход в систему подавался пуассоновский поток интенсивности
λ = 0,48 < R, и в слоте с номером 5000 в систему добавлялось 100 абонентов. На
рис. 4 показаны результаты моделирования – график зависимости числа абонентов
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Рис. 4. График зависимости Nt от номера слота

от номера слота для λ = 0,48 и λ = 0,488. Из приведенного графика следует, что
при λ = 0,48 < R после резкого появления в системе большого числа абонентов
число абонентов постепенно начинает уменьшаться, что показывает стабильную ра-
боту системы. Но при λ = 0,488 > R число абонентов увеличивается, что означает
нестабильность работы алгоритма.

§ 5. Заключение
В статье рассмотрены существующие алгоритмы случайного множественного до-

ступа (СМД) и показано, что большинство современных систем основаны на алго-
ритме АЛОХА, несмотря на наличие более эффективных решений. Наибольшая
известная пропускная способность (≈ 0,4877 сообщений на канал) достигается ал-
горитмом дробления [13, 18–20], однако его практическое применение ограничено
требованием точной временной синхронизации между абонентами и базовой стан-
цией.

Предложен новый алгоритм СМД, основанный на объединении идей алгоритма
дробления [13] и алгоритма адаптивная АЛОХА [17]. Он описывается взаимодей-
ствием детерминированного и стохастического автоматов, не требует абсолютной
синхронизации и достигает пропускной способности 0,485, что сопоставимо с макси-
мальной известной. Алгоритм может быть применен для повышения эффективности
случайного доступа в сотовых и других беспроводных сетях, включая технологии
типа LoRa с синхронизацией по слотам [21–23].
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Modern communication systems widely use random multiple access (RMA) algo-
rithms based on the ideas of the ALOHA algorithm. An alternative to this approach
is to use ideas based on the splitting algorithm, which has a throughput of 0.4877
messages per unit of time, the highest throughput among all known RMA algo-
rithms. The main problem in implementing this algorithm in practice is the need
for precise time synchronization of all devices. This paper proposes an RMA algo-
rithm based on the splitting algorithm that is free of this drawback, allowing it to
be used in practice in centralized systems.
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