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§ 1. Введение
Методы топологического анализа данных (TDA), т.е. использования топологиче-

ских характеристик объектов наблюдения в задачах машинного зрения, затронутые
в работах [1, 2], могут быть использованы в задаче бинокулярной фузии – форми-
рования единого наблюдаемого образа на основе совмещения потоков монокуляр-
ной информации. С бинокулярной системой искусственного зрения на плоскости
естественным образом связана биполярная система координат, полюса которой со-
ответствуют «глазам» зрительной системы. Зрительные оси биполярной системы
координат порождают естественные поля конусов на полуплоскости наблюдения.

Ранее свойства полей конусов, связанные с важным инструментом распознавания
геометрических образов – метрикой Хаусдорфа, были изучены, например, в рабо-
те [2]. В настоящей статье, являющейся краткой версией работы [3], на основе поня-
тия геометрического поля конусов дано определение плоской наблюдаемой кривой,
сформулированы критерии наблюдаемости, доказана предкомпактность семейства
наблюдаемых кривых в метрике Хаусдорфа и указан способ построения конечной
ε-сети.

Автор благодарен А.В. Чернавскому и А.П. Петрову за предложение применить
биполярную систему координат для анализа геометрических изображений и внима-
ние к работе. Автор также благодарен Ф.И. Покровскому за полезные обсуждения.
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§ 2. Биполярные координаты и условие наблюдаемости

Зафиксируем на плоскости с декартовыми координатами (x, y) точки L(−p, 0)
и R(p, 0) со значением параметра p > 0. Тогда положение произвольной точки
M(x, y) в верхней полуплоскости y > 0 однозначно определяется внутренним и внеш-
ним углами треугольника LRM , ∠MLR ≡ α и ∠LRM ≡ π − β соответственно
(рис. 1). Представленные в биполярных координатах соответствующие точки (α, β)
находятся в треугольной области

T ≡ {(α, β) : 0 < α < β < π}

(см. рис. 2).

Рис. 1 Рис. 2

Биполярные системы координат применяются, например, в инженерной геодезии
как местные системы координат [4]. В ряде случаев для обозначения биполярных
координат используется термин «биангулярные» [5].

О п р е д е л е н и е 1. Назовем введенные на рис. 1 координаты (α, β) биполярными
координатами точки (x, y).

Переход от биполярных координат (α, β) к декартовым (x, y) имеет вид

x = p
sin(β + α)

sin(β − α)
= p

tg β + tgα

tg β − tgα
, y = p

2 sinα sinβ

sin(β − α)
= p

2 tgα tg β

tg β − tgα
. (1)

Из соотношений (1) непосредственно следует, что тангенс полярного угла ϕ ≡
≡ ∠ROM (см. рис. 1) есть среднее гармоническое тангенсов координат α и β. Коор-
динатные линии биполярной системы координат на плоскости (x, y) являются луча-
ми, а множество, ограниченное лучами α = α1,2 и β = β1,2, α1 < α2, β1 < β2, может
быть:
• ограниченным четырехугольником, если α2 < β1;
• неограниченным многоугольником с тремя вершинами, если α2 � β1.
Угол схождения осей зрения β−α (см. рис. 1) определяет детальность обзора. По-

ложим в качестве практического критерия различимости фрагментов зрительного
поля в окрестности точки (α, β) выполнение условий

δ ≤ β − α ≤ π − δ (2)

для фиксированного значения δ, 0 < δ <
π

2
. Ограничения вида (2) оставляют от

области T трапецию Tδ, выделенную на рис. 3.
Соответствующая область в зрительном поле (т.е. в верхней полуплоскости

y > 0), представляющая собой часть круга с вырезанной лункой, показана на рис. 4.
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Рис. 3 Рис. 4

Опр е д е л е н и е 2. Зафиксируем 0 < δ <
π

2
. Точки плоскости (x, y), удовлетво-

ряющие неравенствам (2), будем называть δ-наблюдаемыми.

§ 3. Поле конусов
Опр е д е л е н и е 3. Назовем (геометрическим) полем конусов отображение, ста-

вящее в соответствие каждой точке области плоский конус с вершиной в этой точке.
О пр е д е л е н и е 4. Будем говорить, что кривая принадлежит полю конусов, ес-

ли для каждой своей точки она целиком содержится в конусе этого поля с вершиной
в этой точке.

П рим е р 1. Условие Липшица с константой K для функции y = f(x), опреде-
ленной на отрезке [a, b], можно эквивалентным образом переформулировать геомет-
рически как условие принадлежности графика K-липшицевой функции f(x) посто-
янному полю конусов

|η − y| ≤ K|ξ − x| (3)

с вершинами в точках (x, y) ∈ [a, b]×R (где (ξ, η) – текущая точка конуса). Более
точно, при этом график целиком принадлежит каждому конусу (конусу Липшица)
вида

|η − f(x)| ≤ K|ξ − x|, x ∈ [a, b]. (3′)

О пр е д е л е н и е 5. Кривая лежит в поле конусов внутренним образом, если для
каждого конуса, помимо его вершины, остальная часть графика принадлежит внут-
ренней части конуса.

П рим е р 2. Графики непрерывных монотонно возрастающих функций, опреде-
ленных на отрезке [a, b], содержатся в поле конусов

(ξ − x)(η − y) � 0, x ∈ [a, b], y ∈ R, (4)

образованных координатными линиями вида x, y = const (где (ξ, η) – текущая точ-
ка конуса), а именно график функции y = f(x) содержится внутренним образом,
в смысле определения 5, в конусах поля (4) с вершинами в точках вида (x, f(x)):

(ξ − x)(η − f(x)) � 0, x ∈ [a, b], (41)

Для монотонно убывающих функций f аналог поля (4) имеет вид

(ξ − x)(η − y) ≤ 0, x ∈ [a, b], y ∈ R,
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и графики внутренним образом содержатся в поле конусов с вершинами в точках
(x, f(x)):

(ξ − x)(η − f(x)) ≤ 0, x ∈ [a, b]. (42)

Итогом рассуждений примеров 1 и 2 является

Пр е д л оже н и е 1. Справедливы следующие утверждения:
1) Выполнение условия Липшица с константой K для функции y = f(x) на от-

резке равносильно принадлежности графика этой функции полю конусов вида (3).
2) Монотонное возрастание функции y = f(x) равносильно принадлежности

графика этой функции полю конусов вида (41) внутренним образом, убывание –
полю конусов вида (42) также внутренним образом.

3) Поворот плоскости на угол π

4
переводит элементы поля конусов вида (3)

в элементы (41,2) и обратно: элементы поля вида (3) при повороте в положи-
тельном направлении переходят в элементы поля вида (41), в отрицательном –
в элементы поля вида (42). При этом график 1-липшицевой функции при поворо-
те в положительном направлении переходит в график монотонно возрастающей
функции, в отрицательном – в график монотонно убывающей функции.

§ 4. Описание класса видимых кривых

Координатная сетка биполярной системы координат представляет собой сово-
купность лучей, выходящих из точек L и R, а координатные линии α, β = const,
пересекаясь, естественным образом образуют два смежных поля конусов в верхней
полуплоскости, элементы одного из которых содержат отрезок [LR], а другого – не
содержат. Первое будем называть полем профильных конусов (П), а второе – полем
фронтальных конусов (Ф). Элементы этих полей с соответствующими обозначени-
ями показаны на рис. 5.

Рис. 5

Опр е д е л е н и е 6. Множество (кривую) γ в верхней полуплоскости будем на-
зывать видимым множеством (видимой кривой), если каждая точка M ∈ γ явля-
ется единственной точкой пересечения замыкания треугольной области �LRM с γ
(см. рис. 1).

Из определения 6 непосредственно вытекает следующий критерий видимости
плоской кривой.

Т е о р ем а 1. Критерием видимости кривой из верхней полуплоскости являет-
ся принадлежность этой кривой полю фронтальных конусов.

Конкретизацией утверждения теоремы 1 является
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Те о р ем а 2. Для того чтобы кривая, заданная в биполярных координатах (1)
с помощью непрерывной функции β = β(α),

β : [α1, α2] → [β1, β2], 0 < α1 < β1, α2 < β2 < π,

была видимой кривой, необходимо и достаточно, чтобы функция β = β(α) была
строго возрастающей.

Доказательства обеих теорем непосредственно следуют из определений 4 и 6,
предложения 1 и геометрической очевидности сформулированных утверждений.

§ 5. Предкомпактность семейств липшицевых кривых в метрике Хаусдорфа
В задачах обработки и анализа геометрических образов целесообразно использо-

вать метрику Хаусдорфа [6]. Пусть (X , ρ) – метрическое пространство, A,B ⊂ X –
компактные множества. Обозначим отклонения множества B от множестваA и мно-
жества A от множества B через

δ(A,B) ≡ max
A∈A

min
B∈B

ρ(A,B) и δ(B,A) ≡ max
B∈B

min
A∈A

ρ(A,B)

соответственно. Расстояние Хаусдорфа

ρH(A,B) ≡ max
{
δ(A,B), δ(B,A)

}
(5)

превращает множество компактных подмножеств X в метрическое пространство
с метрикой ρH [6]. Очевидно, справедливо

Пр е д л оже н и е 2. Пусть X – метрическое пространство с функцией рассто-
яния ρ, инвариантной относительно некоторого преобразования. Тогда величина
ρH(A,B) также инвариантна относительно этого преобразования.

Расстояние ρH определено между замкнутыми непрерывными кривыми γ1 и γ2 –
графиками непрерывных функций f1,2 ∈ C[a, b] (которые компактны как образы
непрерывного отображения компактного отрезка) соответственно. Наряду с рассто-
янием ρH для кривых, являющихся графиками непрерывных функций, возникает
метрика ρC(γ1, γ2), порожденная равномерной нормой банахова пространстваC[a, b]:

ρC(γ1, γ2) ≡ ‖f2 − f1‖C[a,b], ‖f‖C[a,b] ≡ max
t∈[a,b]

|f(t)|.

Из определения расстояния Хаусдорфа (5) следует
Пр е д л оже н и е 3. Функция ρC является метрикой для кривых – графиков

непрерывных функций, допускающей оценку ρH(γ1, γ2) ≤ ρC(γ1, γ2), где γ1,2 – графи-
ки соответствующих непрерывных функций f1,2. Множество кривых, компактное
(предкомпактное) в метрике ρC , компактно (предкомпактно) в метрике ρH.

Рассмотрим в качестве X множество GK [c, d] кривых – графиков K-липшицевых
функций с метрикой Хаусдорфа ρH, которое положим ограниченным. По теоре-
ме Арцела [7, гл. V, § 2, теорема 1, с. 236], соответствующее семейство функций
предкомпактно в C[c, d]. Непосредственное применение предложения 3 доказывает

Пр е д л оже н и е 4. Множество GK [c, d] предкомпактно в метрике ρH и обла-
дает конечной ε̂-сетью в метрике Хаусдорфа.

Заметим, что утверждение предложения 4 остается в силе и для множества GK{c}
(в случае превращения отрезка в точку, c = d).

Предположим равномерную по [c, d] ограниченность семейств G1[c, d] графиков
1-липшицевых функций.
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Пр е д л оже н и е 5. Пусть Z(ε̂,G1[c, d]) – ε̂-сеть среди кривых, составляющих
G1[c, d]. Тогда при расширении отрезка [c, d] до [c − τ, d + τ ] ⊂ [a, b] для ε(ε̂, τ) эле-
менты сети Z(ε̂,G1[c, d]) образуют ε(ε̂, τ)-сеть в метрике Хаусдорфа для 1-лип-
шицевых кривых.

Идея доказательства предложения 5 заключается в том, чтобы, расширяя отре-
зок [c, d] до [c− τ, d+ τ ] и, соответственно, продолжая кривые множества G1[c, d] до
1-липшицевых кривых из G1[c− τ, d + τ ], сохранить для нового семейства функций
прежнюю сеть, состоящую из тех же элементов Z(ε̂,G1[c, d]), но с новым значением
ε > ε̂, a именно

ε(ε̂, τ) =

√
2(τ2 +

√
2ε̂τ + ε̂2).

Подробное доказательство предложения 5 содержится в [3].
Т е о р ем а 3. Множество ограниченных в совокупности 1-липшицевых кривых

со всевозможными основаниями [c, d] ⊆ [a, b] предкомпактно в метрике Хаусдорфа,
и следовательно, для любого ε > 0 имеет конечную ε-сеть.

§ 6. Применение к задаче распознавания геометрических образов
Опр е д е л е н и е 7. Видимые кривые, состоящие из δ-наблюдаемых точек (см.

определение 2), будем называть δ-наблюдаемыми кривыми.
Топологически множество кривых из определения 7 характеризует

Т е о р ем а 4. Множество δ-наблюдаемых кривых, 0 < δ <
π

2
, представленных

в биполярных координатах, предкомпактно в метрике Хаусдорфа, и следовательно,
для произвольного ε > 0 обладает конечной ε-сетью.

Доказательство теоремы 4 опирается на описанную в предложении 1 конструк-
цию поворота плоскости (α, β) на угол π

4
с сохранением, в силу предложения 2,

расстояния Хаусдорфа, и последующее применение теоремы 3.
Несложно видеть, что из теоремы 4 вытекает
Сл е д с т в и е 1. Множество конечных наборов наблюдаемых кривых в биполяр-

ных координатах предкомпактно, и следовательно, для произвольного ε > 0 обла-
дает конечной ε-сетью относительно метрики Хаусдорфа.
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of a flat observable curve, describe the set of observable curves in the form of a
criterion, prove the precompactness of this set with respect to the Hausdorff metric,
and thus establish the existence of a finite epsilon-net in this set.
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